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Préface

.

Cette étude, consacrée a une loi de seconde approximation régissant la
déformation d’un sol horizontal élastique, comprend deux parties. Dans la
premiére, nous énoncons cette loi et précisons dans quelles conditions elle est
applicable, puis nous 1'utilisons pour examiner différents états de charge, en
étudiant tout d’abord le cas ou le probléme peut étre considéré comme bidi-
mensionnel, puis celui on il doit étre traité comme tridimensionnel. Nous
comparons également les résultats de nos calculs a ceux donnés par des essais
sur modeles et, dans certains cas, & ceux obtenus par la théorie de I’élasticité.
C’est, seulement dans la seconde partie que nous justifions définitivement. par
des considérations théoriques, les conditions exigées par I'application de la loi,
ainsi que les valeurs choisies pour les différentes constantes qui interviennent.

(est en vue de faciliter au lecteur la compréhension et 1'utilisation de ce
travail que nous avons adopté le plan ci-dessus.

Ces recherches ont été faites dans le Laboratoire de Photoélasticité de 1'Ecole
polytechnique fédérale. Nous désirons exprimer ici notre profonde reconnais-
sance & M. le Prof. Dr H. Favre, qui dirige ce laboratoire, pour I'intérét bien-
veillant qu’il n’a cessé de nous témoigner au cours de cette étude et pour les
nombreux conseils qu’il nous a donnés. Nous adressons nos trés sincéres
remerciements a M. le Prof. Dr W. Schumann. qui a constamment suivi le
développement de nos recherches et nous a fait de précieuses suggestions.

Nous tenons & remercier vivement M. le Prof. G. Schnitter. directeur des
Laboratoires de recherches hydrauliques et de mécanique des sols, pour I'inté-
rét qu’il a apporté a ce travail et aux résultats obtenus.

Les modeles, confectionnés pour les différents essais présentés dans cette
étude, étaient en Araldite B. Cette matiere, qui nous a donné toute satis-
faction, nous a été fournie par la maison Ciba SA de Bale. Nous 1'en remer-
cions sincérement,
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Abréviations

déplacement vertical ou tassement du sol.

charge répartie (kg/em?) directement appliquée sur le sol ou action
du sol sur une barre reposant sur celui-ci.

charge répartie (kg/em) donnée, appliquée sur une barre reposant
sur le sol.

charge concentrée appliquée & une telle barre.

action du sol & 'extrémité d’'une barre sous forme d’une force con-
centrée.

longueur de la surface sur laquelle agit la charge répartie ou longueur
de la barre.

largeur de la surface sur laquelle agit la charge répartie, largeur de
la barre.

moment d’inertie de la section de la barre.

hauteur de la section de la barre.

module de rigidité d’une plaque.

profondeur du sol.

abscisse sans dimension relative & la profondeur du sol.
valeurs des rapports %f, 2—6;} .

valeur minimum de p pour I’application de la loi de seconde approxi-
mation.

modules d’élasticité de la matiére constituant le sol, de 1’Araldite B
et de la barre,

nombres de Poisson de la matiére constituant le sol, de 1’Araldite B
et de la barre.

constantes de la loi de seconde approximation, mise sous sa forme
générale (éq. (2) ou (3)).
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constantes de cette loi, sans dimensions, respectivement égales a
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constantes de cette loi, dans un cas particulier tridimensionnel.
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constante caractérisant les déerochements aux extrémités d'une barre.
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constante de la loi de premiére approximation. (constante de cette
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PREMIERE PARTIE

Introduction

Les déformations d’un sol élastique, horizontal, sous I’action d’une charge
verticale répartie, ainsi que la flexion d’une barre rectiligne, chargée, reposant
sur un tel sol, peuvent étre déterminées par la théorie de 1'élasticité. Mais
I’application de cette théorie conduit ici & des calculs compliqués, nécessitant
par exemple, dans le cas de la flexion d'une barre, ’emploi d’une équation
intégro-différentielle [1], [2]. Or, d'une fagon générale, 1’'ingénieur préfére
éviter 'emploi de telles équationst). Dans la pratique, on se contente souvent
de baser les caleuls sur des lois approchées, mais simples [4] (voir aussi, par ex.
[5]). Par exemple, on utilise la loi de premiére approximation

p = kw, (1)

due a E. Winkler [6], ol w est le déplacement vertical d’un point de la surface
du sol, k une constante et oli p désigne soit une charge directement appliquée
sur le sol, soit ’action d’une barre sur ce dernier, mesurée par unité de surface.

L’exactitude des résultats obtenus en appliquant cette loi dépend en partie
des propriétés mécaniques du sol. Elle ne fait dépendre p que du déplacement
vertical du point considéré et ne tient pas compte des déplacements des points
voisins 2). On peut en effet imaginer la matiére formée d’un grand nombre de
ressorts verticaux, n’ayant aucun lien entre eux (fig. 1a).

Ceci ne correspond évidemment pas a la strueture d’'un sol et ¢’est 1a une
des raisons pour lesquelles la formule de premiére approximation (1) conduit
souvent a des résultats non conformes a la réalité. C’est pourquoi nous désirons
étudier et utiliser dans ce travail une loi de seconde approximalion, proposée
par H. Favre [7]. Pour énoncer cette loi, supposons qu’une charge répartie p,
appliquée directement sur le sol, ne varie que suivant une direction horizon-

1) Une solution de cette équation par un caleul aux différences finies conduit & la
méthode de Kany [3].

2) On pourrait alors comparer le sol & un milieu élastiquement déformable, accusant
une anisotropie particuliére,



tale, la direction x. Ceci intervient soit dans le cas d’un état de tension bidi-
mensionnel (ol la partie portante du sol est supposée étre une lame mince
verticale), soit dans le cas d'un état de déformation bidimensionnel?), soit
encore dans celui d'un état tridimensionnel, olt p est une charge répartie sur
une bande étroite, paralléle & x. La loi est chaque fois exprimée par 1’équation:

p(x) = aw (x)—Bw’ (z), (2)

olt p () est la charge mesurée par unité de surface, et ou . B désignent des cons-
tantes positives, qui sont encore a définir pour chacun des cas mentionnés.
D’autres lois, contenant également deux constantes, ont déja été présentées
par K. Wieghardt (8], 1. van Langendonck (9], M. M. Filonenko-Borodich [10].
P. L. Pasternak [11] [12]. N. A. Tsytovich [13], K. Reissner |14].

D’aprés la formule (2), p (x) dépend non seulement du déplacement vertical
du point d’abscisse ., mais aussi de la courbure de la surface en ce point. Cette
loi a été obtenue en admettant pour commencer que p (x) dépende de toute la
courbe w(x). ¢’est-a-dire de w(x), w'(x). w"(x)...., puis en développant
p(w,w' w", w”, .. .) en série de Maclaurin et en ne conservant finalement que
le second et le quatriéme termes (le premier et le troisieme sont nuls) de cette
série, supposée convergente [7].

_—-p=const,

Fig. 1a. Fig. 1b.

Sila charge p est non seulement une fonetion de @, mais varie aussi dans la
direction perpendiculaire y, un raisonnement analogue permet d’établir la
formule plus générale, mais toujours de seconde approximation [15]:

a2 52
Pw  Pw
p(w,y)=aw(x,y)—ﬁ(,— + )

¢ xe ¢ yﬂ

(3)

Dans la suite, nous chercherons toutefois a éviter 'emploi de la loi de
seconde approximation sous la forme générale (3). qui fait intervenir des déri-
vées partielles, en nous effor¢ant d’utiliser le plus possible la forme (2), qui
présente ’avantage de ne contenir qu'une dérivée ordinaire. Comme nous le
Verrons, nous pourrons, par un choix convenable des constantes, traiter a 1'aide

3) Voir par exemple le cas de la figure 2.
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de la formule (2) des cas ol les charges engendrent un état de tension tri-
dimensionnel, ce qui intervient fréquemment dans la pratique.

Puisque d’aprés (2) ou (3), la courbure de la surface intervient dans 1’expres-
sion de p, on peut alors imaginer le sol comme étant formé de ressorts verti-
caux et de ressorts obliques, disposés comme l'indique la figure 1b, ce qui
correspond certainement mieux & la réalité.

Le fait de ne traiter que le cas des sols élastiques (ou éventuellement quasi
élastiquement déformables) restreint évidemment le domaine d’application
de la loi en question. Par contre cette derniére présente le grand avantage
d’étre linéaire. ce qui permet d’utiliser le principe de superposition. Nous
pensons qu’elle est susceptible d’intéresser non seulement les ingénieurs civils,
lorsqu’ils ont & résoudre des problémes de fondations sur des sols se comportant
sensiblement élastiquement, mais aussi les ingénieurs mécaniciens, chaque fois
qu’ils ont & assurer les appuis de lourdes machines sur des socles de béton ou
d’autres matériaux élastiquement déformables.

Dans une remarque finale nous soulignerons la possibilité d’étendre la loi
a des sols non élastiques, en choisissant convenablement les constantes « et S
ainsi que d’autres grandeurs qui interviendront plus loin.

CHAPITRE I

Limites d’application de la loi de seconde approximation et détermination
des constantes « et j

La loi de seconde approximation n’est applicable que si certaines conditions,
que nous allons énoncer dans ce chapitre. sont satisfaites?*). Certaines de ces
conditions ne seront établies que dans la deuxiéme partie de ce travail.

§ 1. Profondeur finie H du sol

Supposons par exemple que le sol soit un massif indéfini, homogéne, limité
par un plan horizontal et chargé tout d’abord uniformément sur toute sa sur-
face: cette derniére reste plane et si le nombre de Poisson v est différent de 0,5,
les déplacements verticaux ou tassements de tous les points de la surface sont
égaux et infiniment grands. La formule (2) ou (3). qui se réduit ici & p=a w.

1) La loi de premiére approximation doit d’ailleurs satisfaire a des conditions analogues.

11



montre que « est nécessairement égal & zéro. De méme, si la charge est répartie
sur une bande de longueur infinie, mais par contre de largeur finie [, le tasse-
ment est infiniment grand, alors que la courbure de la surface déformée du sol
est finie, comme on peut le montrer & 1'aide de la théorie de 1'élasticité. La
constante « est done de nouveau nulle. Or «w étant le terme principal de la loi
de seconde approximation, cette constante ne peut évidemment étre nulle, ce
qui montre que cette loi n’est pas applicable dans les deux cas considérés.

Si le sol est homogéne, nous devons, par conséquent. supposer qu’il a une
profondewr finie H et qu’il repose sur un massif rigide. Cette condition de
profondeur finie, qui est fréquemment réalisée dans la pratique, apparait déja
dans les travaux de K. Reissner [14], et les valeurs des constantes « et S,
caractérisant avant tout l'élasticité du sol. seront en outre des fonetions de
cette profondeur H.

Notons ici que le cas particulier d'un sol ayant une profondeur finie et ol
v est égal & 0.5, ne peut étre étudié a 'aide de la loi de seconde approximation.
En effet, dans le cas d’une charge uniformément répartie sur toute la surface,
les tassements seraient tous nuls, le sol étant incompressible. et 1'on aurait
a=o0. (e cas n’'intervient heureusement pas dans les applications.

§ 2. Extension admissible des charges et valeurs des constantes « et

Supposons une couche indéfinie. d’épaisseur constante /7. limitée par deux
plans horizontaux, et choisissons dans la face supérieure deux axes perpen-
diculaires a, y. Soit p (x) une charge indépendante de y, répartie sur une bande
de longueur infinie, paralleéle & y et de largeur I (fig. 2). Les points du plan
inférieur sont supposés fixes.

Cette charge engendre dans la couche un état de déformation bidimensionnel,
et il nous a été possible de déterminer la courbe des tassements w (x) par la

Fig. 2.




théorie de 1’élasticité (voir Ch. VII). Nous avons alors remarqué que ces tasse-
ments sont proportionnels au rapport H/E, ou E est le module d’élasticité de
la matiére constituant le sol. (Ce module K est celui qui intervient dans la
théorie de 1'élasticité des corps isotropes. Il n’est pas a confondre avec les
modules considérés habituellement dans la mécanique des sols.) Aussi, pour la
discussion générale de la loi de seconde approximation, et en particulier pour
la détermination des constantes x et B8, est-il préférable de mettre I'expression
(2) sous la forme suivante, ol figure la variable sans dimension é=2/H :

2
P @ = 7 (200 —Be55). 0

o, et B, étant de nouvelles constantes, mais sans dimensions. qui sont liées a
o et B par les relations:
H
Cf.n = _Ea etl Bo = 0 " (5)
Introduisons encore le rapport p de la demi-largeur 1/2 de la bande de charge
a la profondeur H. c¢’est-a-dire posons:

l
YA (6)

En s’appuyant sur les résultats donnés par la théorie de 1’élasticité, dans le
cas oll p(x)=p,=const., nous avons pu calculer les valeurs de «,. 8, et nous
avons remarqué que ces grandeurs ne dépendent que du nombre de Poisson v
et du rapport p. Ces calculs sont donnés en détail dans la deuxiéme partie de
ce travail (Ch. VII). Nous avons alors constaté que les variations de «; et 3,
en fonction de p sont pratiquement négligeables, si ce rapport est supérieur

1 ; . 1
a une certaine limite pe-—-T;-_}-.

prise entre 0,10 et 0,13 environ. Done, si I’on suppose que p(x) soit sensible-

Cette limite, qui est une fonction de v, est com-

ment constant et que la largeur [ satisfasse a la condition p =%; pe (ce qui

exclut le cas d'une charge concentrée), les coefficients «q et B, ne sont plus, en
définitive, que des fonctions du nombre de Poisson. Avant de donner, a 1’aide de
diagrammes, les valeurs de ces constantes en fonction de v, nous voulons
distinguer, outre 1'état de déformation bidimensionnel défini ci-dessus, 1'état
de tension bidimensionnel correspondant (voir par ex. fig. 6). Nous savons que
I’on obtient les formules relatives au premier de ces deux états en remplacant,

dans celles du second, v par l—i—v et K par _liivﬁ' (voir [16]). Comme les tasse-

ments sont chaque fois proportionnels & H|/E, on peut utiliser les mémes rela-
tions entre oy et o, By et B dans les deuwx cas. C'est-a-dire que les formules (5) sont
aussi valables si 'on a affaire & un état de tension bidimensionnel. Mais les

13



valeurs de a, et B, — comme celles de o et B — sont évidemment différentes dans
les deux cas. C’est pourquoi, dans chacun des diagrammes des figures 3a et 3b,
nous avons tracé deux courbes, 1'une se rapportant aux états de tension
bidimensionnels, 'autre aux états de déformation bidimensionnels. Le dia-
gramme de la figure 4 indique d’autre part les valeurs de p, en fonction de v.

@,
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]

007

006
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g4 g5
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013

012

arn

010 |-

T

v Fig. 3a.
12 Fig. 3b.
Y  Fig. 4.

0 o1

Fig. 3a, 3b et 4. Et. tens. désigne les courbes relatives aux états de tension bidimension-
nels, Et. déf., celles relatives aux états de déformation bidimensionnels.
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Remarquons, par exemple pour «,. que les deux courbes du diagramme de
la figure 3a sont lies par la relation:

() aet. = ! =8
Fo\Wldet. =7 3% \7_, —

Pour les essais faits en laboratoire, que nous décrirons en détail au chapitre
VI, nous avons utilisé une résine artificielle, 1’Araldite B dont nous désignerons
les constantes par 7 et E. Pour des raisons pratiques, seuls des états de tension
bidimensionnels ont été examinés. Mais les tassements mesurés dans ces cas
auraient été les mémes, si I'on avait exécuté les essais avee une autre matiére,
en réalisant des états de déformation bidimensionnels, pour autant que les
caractéristiques de cette matiére (v, £) auraient été définies, en fonction de
celles de 1’Araldite B (5, B), par les relations:

7 étant égal & 0,48, on aurait donc dit avoir une matiére dont les caractéris-
tiques seraient: »=0,324 et £ =0,895 E, comme il est facile de le vérifier. Si
E était différent de 0,895 B, les deux lignes w () seraient affines entre elles.
Pour pouvoir comparer les résultats de la loi de seconde approximation a
ceux donnés par la formule de premiére approximation p=/kw, nous avons

déterminé, comme pour «, et B,, la grandeur ko=~ k. pour un état de tension

bidimensionnel, en supposant v=7=0,48. Nous avons obtenu £,=1,338 et
p¥ =04, pf¥ étant la valeur de p, relative a la loi de premiére approximation
(Winkler). 11 est & remarquer que les valeurs de o, et k, sont différentes

(), 4z =1,261), et que u? est ici notablement supérieure & la valeur 0,1
[tens.
trouvée précédemment (fig. 4).

Précisons encore que les valeurs obtenues pour «, et 8, seront encore valables
dans les cas ol la charge est variable, mais p, sera & multiplier par un facteur y
qui différe peu de 1. Cette valeur caractéristique y est une fonetion du dia-
gramme de la charge. Par exemple, dans le cas oll ce diagramme est un trapeéze
isocele dont les bases mesurent [ et //2 (fig. 5). nous avons déterminé y numé-
riquement et trouvé:

10
X_T'

i
n— —

R

il 4 L < d /:

N
N
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Nous discuterons dans la seconde partie (Ch. VIII, § 1) la valeur de y relative
au cas dune plaque infiniment longue reposant sur le sol.

Les conditions générales limitant 1’application de la loi de seconde approxi-
mation sont done en résumé les suivantes:

19 Sol de profondeur finie H,
20 Nombre de Poisson v+ 0,5,

3° Rapport ,u=2%z,u€.

On pourrait éviter cette derniére condition, mais o, et B, deviendraient
alors des fonctions de p. Nous préférons restreindre quelque peu le domaine
d’application de la loi, en introduisant cette limite u_, mais en ayant I'avan-
tage d’avoir des grandeurs «, et 8, indépendantes de 1’extension de la charge:
d’autant plus que dans la pratique, la condition p>= ~0,12 est en général
satisfaite.

CHAPITRE I1

Etats bidimensionnels

§ 1. Etat de tension bidimensionnel. Charges verticales réparties, directement
appliquées sur le sol

Considérons une plaque de longueur infinie, de largeur / et d’épaisseur e.
figurant le sol et reposant sur un massif horizontal rigide, comme 'indique la
fig. 6. Soient £ et v les constantes élastiques de la matiere, supposée homogéne
et isotrope, dont est faite cette plaque. Le contact entre la plaque et le massif
rigide est tel qu’il ne peut y avoir glissement. Introduisons le systéme d’axes
(x.2) d’origine 0 et supposons qu’'une charge verticale répartie p (v) agisse sur
le bord supérieur de la plaque, sur une longueur ! telle que p= 2% S

Déterminons par la loi de seconde approximation le tassement w (x) du
bord supérieur. Nous avons d’apreés (2), si 0 est au milieu de la longueur /:

l l A% w .
pour —g<w< +-2, plx) = acw—p ek (a)
l d?w
pour  |z[> 3, 0=aw—f_s. (b)

Intégrons d’abord ces équations différentielles dans le cas simple ol p(x) a
une valeur constante p,. La courbe des tassements est alors symétrique par
rapport & 'axe 2, et en tenant compte des conditions aux limites, qui sont:

16



wix=(.'.-'2}+0 =w tx=(.'='2)—l:l =Wg, w’lx=(.’!2)+u =u |x=(l.-'2)~0 = w:ﬁ"
wrlx=ﬂ =0, wlx:um =0,

w1
on tire de (b): w = wﬂe]/B (5—.xl) ; (7)

et de (a):

En s’appuyant encore sur les conditions aux limites, on détermine facilement
wy et wy, d’ol finalement [7]:

el
pour Uélx[éé, W=%}(1—e_}g§ch]/§x),

o~

(8)
oy
pour x| ==, w="2ogh Eie_]g!z'.
e B2

Les grandeurs £, H et v caractérisant le sol permettent de déterminer, &
I'aide des diagrammes 3a et 3b et des relations (5), les valeurs de « et B inter-
venant dans (8).

Si nous introduisons les grandeurs sans dimensions &, u. «, et 8, déja définies.
les formules (8) deviennent:

_w M VRrmy %
pour 0= [€|=Zp, (POH = (1 e "B " ch B f),
) (®)
w 1 &y _‘Vgif!
B > - = — P — 1] .
pour €|z p, (?-’%f—) o sh y B, pe !B

La fig. 7 permet de comparer la courbe des tassements obtenue par la loi
de seconde approximation (I) & celle donnée par la théorie de 1’élasticité (11),

17



et a celle obtenue par un essai sur modéle (ITI). Enfin, remarquons que la loi
de premiére approximation donne ici (courbe IV):

w 1
- < = — = ]
pour 0= || =p, (Z’,ﬂﬁ) = const.,
B
pour €|z p, R

()
B

La description des modéles et de la méthode utilisée pour exéecuter les
différents essais que nous avons faits, est donnée a la fin de la premiére partie
de ce travail, au chapitre VI. Comme tous les modéles étaient en Araldite B,
dont le nombre de Poisson est # = 0,48, «, et B, ont eu dans les différents essais
les mémes valeurs: oy =1,261 et B,=10,04865 (k,=1,338). Les autres grandeurs
caractérisant I’essai dont nous parlons étaient:

l

E = 168,7 kg/em?, H=9l1lcm et p= SH =

0.5.

Les courbes I, IT et IIT coincident remarquablement entre elles et présen-

tent toutes trois dans le domaine |£|>p une concavité tournée vers le bas
(t;-;)> 0); par contre, dans le domaine 0 < |£ [ < i, la concavité est tournée vers
le haut (iggzu <0). On remarque cependant que pour |£|=p, la tangente a la

courbe I donnée par la loi de seconde approximation est oblique et bien déter-
minée, alors que la courbure en ce point subit une discontinuité; d’apres la

théorie de 1’élasticité (courbe IT) nous avons par contre une singularité en ce
point, ol la tangente est verticale. En effet, lim (ij) =co0, tandis que le dé-
r—1{2

placement horizontal reste fini, comme on peut le démontrer. D’autre part,
d’aprés la loi de seconde approximation, la courbe w(§), pour [¢|>p. est
représentée par une fonection exponentielle décroissante et a pour asymptote
I'axe &, ¢’est-a-dire la trace de la surface primitive du sol; par contre, suivant
la théorie de 1’élasticité, la courbe analogue oscille légérement autour de 1’axe
¢ et accuse de faibles tassements négatifs; ceci est en principe confirmé par les
essais. La seconde approximation, qui ne révele aucune oscillation de w dans
cette zone, accuse done la une légére erreur, qui n’a d’ailleurs aucune influence
appréciable sur la partie de la courbe des tassements qui nous intéresse, celle
située au-dessous de la charge. On remarque par contre combien la loi de pre-
miére approximation est insuffisante dans le cas étudié.

Si p n’est pas constant, mais une fonction de x, on peut établir la courbe
des tassements w (x) & 'aide d'une fonction d’influence ou fonction de Green

(voir [17], p. 325). Considérons le cas théorique on la charge verticale répartie
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se réduirait & une foree concentrée R =1, appliquée en un point d’abseisse {
(fig. 8). La courbe w (x), donnée par la loi de seconde approximation. serait
alors

L = ]/3 =L
w(x) =——e "B , pour —w=a<w. (9)
2Vof
N4
- il ﬁ-o.s -
| T4
L
!I 1 !I 11 ! _________________________ f‘X/H
0 Q1 02 03 04 05
01 -
02t
03
04 -
05 | Fig. 7. Etat de tension bidimensionnel. Char-
| ge uniformément répartie p,. Courbes w (£)
06 ' d’apres: la loi de seconde approximation (1),
: la théorie de 1'élasticité (II), un essai sur
07 \ ”i modéle (I11), la loi. de pz:emiére approxima-
S et e e e e =il tion (IV).
08 w
L7

& & Fig. 9.
wix)

On peut obtenir cette expression en faisant tendre //2 vers zéro et pl vers R
dans la seconde des formules (8). Cette formule (9) n’est évidemment pas
directement applicable, puisque nous avons remarqué au chapitre I, § 2, que
nous devons exclure des applications le cas d’une force concentrée. Mais par
contre, en ce qui concerne l'intégration de ’équation différentielle (2). cette
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formule est utilisable et va nous permettre d’établir la courbe des tassements
dus & une charge verticale, répartie et quelconque p (). olt la condition p = p,
est satisfaite. Si p (x) s’étend entre les limites A et B, d’abscisses {, et {5, on
obtient la courbe w (x) en intégrant entre ces limites 'expression (9) (fig. 9):

> :
w(x) = T}Efp(x)e"]/?kgdg, pour —c0<x< 0.
2Vafy)

Dans les cas ol cette intégrale est difficile a caleuler, on peut remplacer la
charge p (x) par plusieurs charges partielles constantes et superposer les tasse-
ments qu’elles engendrent.

§ 2. Etat de tension bidimensionnel. Charges verticales appliquées sur une barre
reposant sur le sol. Etat de déformation bidimensionnel

Supposons une plaque, figurant le sol. identique a celle considérée au para-
graphe précédent et, reposant sur ce sol. une barre de module de rigidité £,.J
et de longueur I, sur laquelle sont appliquées des charges quelconques, mais
verticales (fig. 10). Introduisons de nouveau le systéeme d’axes (x,z) d’origine 0

Fig. 10.

située an milieu de la longueur [. L'équation différentielle régissant la flexion
de cette barre est:

By i =—M,

oit M est le moment de flexion, £, désigne le module d’é¢lasticité de la barre
ey h?
et J—--i-__,--,
teur. En dérivant deux fois, on obtient la relation

n (4 dz,al[
EyJw” = —— 5 = =Py + -

son moment d’inertie, ¢, étant la largeur de la barre et A, sa hau-
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Pp=pe est I'action du sol sur la barre et g,, la charge supportée par la barre,
toutes deux mesurées par unité de longuenwr. En utilisant alors la loi de seconde

approximation (2) pour exprimer la pression p et en posant a = ; e}, et b =—E’8—3,
: iy b
I’équation différentielle régissant la flexion de la barre s’éerit:
ey " qb (2")
w"—bw +aw = . 10)
+ E,J (10)

A

Elle est linéaire, du quatriéme ordre, a coefficients constants. Intégrons tout
d’abord I'équation homogéne en posant w=Cer®, ' étant une constante.
L’équation caractéristique est p'—bp?+a =0, ayant les quatre racines:

W
P34 = Ei 7%

Cles racines sont ou bien toutes réelles si b=2Va, ou toutes imaginaires si
b <2 Ya. Nous avons affaire soit & 1'un, soit & I'autre de ces cas, selon la valeur
du rapport de la rigidité de la barre & 1’élasticité du sol. Dans le premier cas,
la barre a une faible rigidité et la courbure w” joue un roéle plus important
que le tassement w. Dans le second cas. au contraire, olt b < 2 V &, nous avons
une barre de forte rigidité relativement a 1'élasticité du sol. Comme on a en
général affaire & ce second cas dans la pratique, nous ferons tous les calculs
dans cette hypothése. En posant alors A, =34 (2Va+b)"2 et \y=1(2Va—b)"2,
on peut vérifier que la solution générale de (10) mise sous forme réelle est [7]:

w = eM= (0] o8 Ay &+ Cysindy ) + e~ 4% (0g cos Ay + Oy sin dy @) + F (2), (11)

ou €1,0,,C,,C, sont des constantes arbitraires et olt F (x) est une solution
particuliére de (10). Ces quatre constantes seront déterminées par les condi-
tions aux limites que nous préciserons dans la suite.

Dans le domaine [z|>1/2, nous avons d’aprés (2) 1'équation différentielle
homogéne «cw—Bw"=0, déja intégrée au paragraphe précédent. Désignons
par A et B les extrémités de la barre et par w, et wy les tassements de ces
points; en vertu de (7). on a:

W= Wy e}%(%*-w), pour x< —%, (12)

Vil l

=3 [ ‘

w=wge B\¥ ], pour x>g. (13)
A chacune des extrémités 4 et B, deux conditions aux limites doivent étre

satisfaites, qui sont les conditions de passage de la surface sollicitée par la

barre & la surface libre. Exprimons tout d’abord qu’en ces points les moments

de flexion, et par conséquent la courbure, sont nuls, et admettons provisoire-
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ment que la fonetion w (x) soit eontinue. Les deux conditions aux limites néces-
saires étant ainsi exprimées, il ne nous reste aucune condition & presecrire a la
dérivée premiére, qui présente alors en général une discontinuité. Dans le
cadre de la loi de seconde approximation, cette discontinuité entraine l’exis-
tence de forces supplémentaires concentrées, agissant sur la barre en 4 et en
B [18]%). dont la valeur est:

(2 +e -!:[!‘{_2)4-6 ; /
lim | pyde = lim | e(ew—Bw")dy = —Be[w’ ( i;+0) ww'( i;—{'})] =K. (14)
) l—e B B

Mais d’aprés une remarque faite au chapitre précédent, des forces concentrées
ne peuvent intervenir dans le probléme traité. Cependant, les forces K qui
apparaissent ici, a coté de la charge répartie, sont petites par rapport a la
charge totale. Elles sont encore admissibles, comme nous le démontrerons plus
loin (Ch. VIII).

Exprimons ces forces K en fonction de grandeurs ne dépendant que de la
courbe des déformations de la barre, ¢’est-a-dire de sa ligne élastique.

Posons: ' ( —; +0) =w', et w’ (%—0) = w}; et dérivons les formules (12) et

(13), on en déduit ' ( —-%—0) = ]/; w, et w (% +0) = —]/-; wy. Les gran-
deurs K ; et K s’écrivent alors:

K,=c¢eB (}1% w, —wf_,) et K, =¢eB (]/g 'fu,,-}-u.:}j,). (15)

Les expériences faites sur modeles d'une part et des comparaisons avec les
résultats de la théorie de 1'élasticité d’autre part, nous ont montré — comme
nous le verrons plus loin — qu’aux extrémités de la barre nous avons encore
des singularités, dont la loi de seconde approximation ne réveéle pas ’existence.
Nous devrions notamment avoir en ces points:

19 des tangentes verticales pour les courbes w (x), x| =1/2,
20 des grandeurs légérement inférieures aux valeurs calculées ]:’_,, et K

(environ 209,) pour les forces concentrées en 4 et B, enfin
3% une meilleure coincidence des courbes w (), |x|> /2.

Ceci nous suggere d’introduire pour w (x). & titre correctif, de légéres dis-
continuités de premicére espéce aux extrémités de la barre, c’est-a-dire en 4
et B. La courbe des tassements présentera donce des déerochements qui satis-
feront aux conditions formulées dans les trois remarques faites ci-dessus.

3) Des forces concentrées aux extrémités ont déja été introduites, par exemple, dans
[8] et [9], cependant d’une maniére trés différente.
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Notons que, méme apres I'introduction de ces déerochements, 1’'expression (14)
+1/2+e

reste toujours valable, car limJ eaxwdr=0, qu’il y ait ou non discontinuité

€=0
+U2—e

de la courbe w(x). En désignant par K les nouvelles valeurs des forces con-
centrées, nous avons ainsi:
) e

K = —Be[w'(i;é—%O)—w’(i
ot % (x) n’est plus une fonction continue.

Pour déterminer les décrochements en question, nous nous appuyerons sur
d’autres grandeurs qui interviennent aux extrémités et supposerons pour
simplifier que ces décrochements soient proportionnels & ces grandeurs. Nous
pouvons nous appuyer soit sur le tassement w, soit sur la force concentrée K,
ou encore sur ces deux grandeurs a la fois (rappelons qu’aux extrémités la
seconde dérivée est nulle). Pour choisir entre ces différentes possibilités, con-
sidérons le cas suivant: soit une barre de longueur [, sollicitée en son milieu
par une force concentrée P. Supposons qu’elle ait tout d’abord une rigidité
E,J treés faible, relativement a 1'élasticité du sol. Ses extrémités se léveront
et seule une partie A’ B’ < A B=1 reposera sur le sol (fig. 11a). Dans ce cas la
courbe des tassements w, ainsi que la dérivée premiére w’, ne peuvent présenter
de discontinuités aux points A’ et B’. Imaginons & présent qu’on augmente
progressivement la rigidité de la barre, les points 4’ et B’ tendront respective-
ment vers les extrémités 4 et B. A I'instant ot ces points coincident, la fone-
tion w (x) et sa premiére dérivée sont encore continues (fig. 11b). Les forces
K , et Ky, ainsi que les décrochements, sont encore nuls, par contre les tasse-
ments w, et wy sont différents de zéro. On voit par conséquent qu’il serait
erroné de s’appuyer sur les tassements en ces points, puisqu’ils peuvent exister
sans qu’un décrochement s’y produise, et qu’il est indiqué d’admettre que le
décrochement soit proportionnel & la force K. Nous poserons done (fig. 11e):

Y| =~

u,'(i;—o)—w(i;é+0)=ix}{, (16)

2
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ot x est un facteur de proportionnalité. K étant une force concentrée, x
s’exprimera par exemple en kg—!em.
La grandeur de la force concentrée, en B par exemple, s’obtient alors, en

tirant pour commencer w (%—H)) de (16):
l l
w §+0 = w §—0 —x Ky,
puis en introduisant cette valeur dans la dérivée de (13):

w' (—i—+0) =—w (%%-U) ]/; = - ]/; [w (—i;— 0) = K-f’\'};] ;

et en substituant dans (14'):

= o83 o 0] -] -]}
& = e Vel = 60l]

1
Posons: y=—- (17)

- I+6Kl-xcc—ﬁj

d’on 1'on tire:

on obtient finalement pour K, et de méme pour K ;. en adoptant les mémes
notations que dans (15):

Ky=yBe (]/gwg+w},) et K, =+yBe (]/g w, —wf,,). (18)

Une étude numérique (voir chap, VIII) nous a montré que le facteur « est
inversement proportionnel au module d’élasticité £ et a 1'épaisseur e de la
plaque figurant le sol, mais n’est par ailleurs pas constant, tout en restant du
méme ordre de grandeur. Comme il ne s’agit que d’un facteur correcteur, nous
lui donnerons cependant la valeur constante trés simple:

1

5B 9

K=
qui correspond & une bonne moyenne des valeurs calculées. Nous devrions de
nouveau distinguer ici les deux cas: état de tension bidimensionnel et état
(e=1).

gl
i
Mais la valeur de «, donnée par (19), n’est qu'une valeur approximative:; nous
pouvons alors ne pas tenir compte de ce facteur (1 —»?) qui ne modifierait que
de 109, au plus la valeur de «. Nous gardons done, pour les deux cas, la
formule (19).

de déformation bidimensionnel. Dans celui-ei, on devrait avoir x=-
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Remarquons que ex o devient, en utilisant les relations (5) et (19). égal
a Vey By, et que le facteur y, que nous désignerons par y,, puisqu’il n’a pas de
dimension, est égal & :

1
1+ |"fac0 ﬁn

Les grandeurs des forces concentrées K , et K, aux extrémités de la barre
sont maintenant connues et données par les formules (18), et les conditions
aux limites que doivent remplir les moments de flexion M et les efforts tran-
chants ) sont:

i‘IA =0, J:WH:U. Q“' :I(‘_!, QB:_I{R'

Yo = (20)

Nous pouvons dés lors déterminer la flexion d’une barre chargée, reposant
sur un sol élastique. Mais une application trés simple comme, par exemple,
I’étude d'une barre de longueur finie, sous I’action d'une force concentrée
agissant au milieu, montre que la méthode classique, qui consiste & déterminer
les constantes d’intégration a 1’aide des conditions aux limites, conduit & des
formules compliquées. Aussi développerons-nous un autre procédé, la méthode
de superposition, au chapitre IV de cette premieére partie. Nous utiliserons
ensuite cette méthode pour I'étude de la flexion d’une barre, dans différents
cas de charge.

Cas particulier

Nous examinerons encore, dans ce paragraphe, le cas particulier dune
barre rigide, de longueur I, chargée en son milieu par une force concentrée P.
La courbe des tassements est symétrique par rapport a l’axe z. et dans le
domaine 0= [x] <l/2, w=w, est constant, w’ et w” sont nuls et la réaction du
sol donnée par la loi de seconde approximation se réduit a p,=pe=au e et
aux deux forces concentrées en A et en B, qui sont ici égales: K =K =K.
Mais d’apreés (18), on a

K= Yﬁel/gwn = yelaBw,.

La condition d’équilibre des forces appliquées a la barre, qui est
P-2K—-p,l=0,

s’éerit P—2yelafwy—eawyl=0;
; P
on en tire: Wy = —— .
el/ocﬁ(2y+]/%3)
d’olt . .U
2'};—}-V%l

Lo
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D’apres (12), (13) et (16), on a, pour |@|>1/2:
a1
w= (wu—xK)e}g(E_lml).

Si nous introduisons de nouveau les grandeurs sans dimension ¢, p. o, et
By, ces expressions deviennent:

P y P
uo = — ) K=7_,
3E2l°‘050(‘}’+}/§ﬂ) 2(7+]/§3P)
et pour |£|> pu: w = (wy—r K) e]{%(u—lél!-

Les résultats d'un essai sur modéle sont donnés par la courbe IIL de la

figure 12. Les caractéristiques du sol étaient: £ =169,4 kg/em?, H=8,0 cm et

e=2,006 em. La barre avait la longueur /=785 cm, d’oilt r=5g =0,491.
S 5 1 5
Calculons les grandeurs ci-dessus, celle de y étant: y=———==0,8015, on
obtient: kit By
o , P
wy=0,6115—, K =0]1214P et (w,—«K)=04901—.
Ee Ee

La courbe I de la figure est celle des tassements correspondant a ces valeurs,
données par la loi de seconde approximation. La courbe IV est conforme a la
loi de premiére approximation. ou le tassement se réduit a:
1 P P
W, = —_ = 0,76098 =t pour 0= g <L
*2pky Be Ee ! 6l <
w =0, pour |é]> p-

Enfin, la courbe IT a été obtenue & 1’aide d’un calcul basé sur la théorie de
I’élasticité, en supposant p=0,5 (==0,491).

On remarque de nouveau la bonne coincidence des courbes données par la
loi de seconde approximation, par I’essai sur modéle et par la théorie de
I'élasticité. On constate, ici également, l'insuffisance de la loi de premiére
approximation.

11 est intéressant de comparer dans ce cas, la répartition de la réaction du
sol, donnée par la loi de seconde approximation, & celle indiquée par J.
Sadowsky [19] dans ses études sur les problémes a deux dimensions de la
théorie de 'élasticité (fig. 13). Celle-ci est donnée par la formule:

Py () = —-Ti)_——:,
’”’]/(5) —a*

[ =~

x| < (courbe II)

i

;
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Par la loi de seconde approximation nous avons:

£
Py = aWye = 0’7572T = const.
et deux forces concentrées K =0,1214 P aux extrémités (courbe I).
Dans ce chapitre, toutes les formules ont été établies en considérant un
état de tension bidimensionnel. Elles resteront valables dans le cas d'un état
de déformation bidimensionnel (fig. 2), si I'on remplace les constantes (o, 8) |iepsion

N

P ! barre rigide
———l = 5~ 048 ~

o N A §-X/H

Fig. 12. Etat de tension bidimensionnel.
o5 j Barre rigide de longueur [/ reposant sur le
} sol et supportant en son milien une force

08 LI P. Courbes w (¢) d’aprés: la loi de seconde
e [ 1_";:#"??—_"—' R approximation (I), la théorie de 1’élasticité
o7k (1I), un essai sur modéle (I1I) et la loi de
_____________________________________ K premiére approximation (IV).
08 w_ 4
' Pler
05 03 -1 0 uq 03 05 I3
1 i ¥
EREEREIRE |
076
\ ‘ | ,--‘1|""/E = L-—--.‘ = | 4
A o I B ke A
K / 2 i \\ K012
Py \ |P
\
fl\ﬂ' \
[/ b
i ! 20+ 'l .
y B |
[ 7 |

Fig. 13. Réaction du sol py(£), d’aprés la loi de seconde approximation (I), d’aprés
M. Sadowsky (II), dans le cas de la barre rigide.
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par les constantes correspondantes (o, 8)|erormation €0 cOmme les forces seront

alors évaluées par unité de longueur dans la direction y, on devra poser e=1.

A la place d'une barre, on aura ici une plaque de longueur infinie (fig. 14) et il
Eyh3

faudra remplacer E,.J par Db:W“? ol v, est le nombre de Poisson de la
- =¥y

matiére de la plaque.

CHAPITRE III

Etats tridimensionnels

Considérons une couche indéfinie, d’épaisseur constante /. reposant sur
un massif rigide horizontal. de telle facon qu’il ne puisse y avoir glissement
(fig. 15). 11 s’agit toujours d une matiére isotrope et homogéne, élastiquement
déformable, caractérisée par les constantes F et v. Introduisons un systéme
d’axes (x, ¥, z) et considérons différents cas de charge.

§ 1. Charges verticales réparties

a) Charge variable vépartie sur une surface S

Soit p(a,y) cette charge, que nous supposerons quelconque, mais finie
(fig. 15). Pour déterminer les déplacements verticaux ou tassements w (x,y),
nous avons, d’apres (3), les deux équations:

Fw FPw

pla,y) =aw—p (w + F yz), (domaine §)

cw  Ew
0=aw—PB|+5+-,| (domaine extérieur & S)
dat " dy
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L’intégration de ces équations aux dérivées partielles, dans des cas de
charge trés généraux, exigerait des calculs compliqués. Heureusement que de
tels cas interviennent assez rarement dans la pratique. C’est pourquoi nous
désirons étudier en détail le cas particulier suivant, que 1’on rencontre fré-
quemment.

Fig. 15.

Fig. 16.

b) Charge répartie sur une bande étroite de longueur finie

Soit une charge variable, appliquée sur un rectangle, dont la largeur e,
est petite par rapport a la longueur /. Choisissons les axes indiqués dans la
figure 16, et supposons que, dans le domaine du rectangle, w ne dépende que
de . Ce sera par exemple le cas, si 1'on pose sur le sol e¢6te a cote des briques
chargées. Suivant la direction y, elles se comportent comme de petites barres
rigides, et dans la direction @, nous avons une charge répartie p, (z) par unité
de longueur. La différence entre ce cas et celui — étudié Chap. IT, § 1 — de la
charge répartie p (), agissant sur le bord supérieur horizontal d'une plaque
(état de tension bidimensionnel), ne réside que dans 'influence, sur les défor-
mations, de la partie du sol non chargée, située en dehors du rectangle consi-
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déré. Le long des arétes y = +¢,/2, se développent des forces concentrées. et de
petits décrochements proportionnels & ces forces apparaissent. D’autre part,
seules les valeurs des tassements le long de 1'axe  nous intéressent, c¢’est-a-dire
la fonetion w (x)|,_o. Pour déterminer cette fonction — que nous désignerons
par w(x) — nous utiliserons la forme (2) de la loi de seconde approximation,
qui présente I'avantage, sur la forme générale (3), de ne faire intervenir qu'une
dérivée ordinaire. L’équation (2) s’écrit alors [20]:

Py (2) = atw (2) —B*w" (), (21)

ou py, (x) est la charge mesurée par unité de longueuwr et ot «*. B* sont de nou-
velles constantes, qui sont différentes de «, B, car elles tiennent compte de
I'influence dont nous avons parlé plus haut. Les formules permettant de
déterminer ces nouvelles grandeurs, en fonetion du rapport de la demi-largeur

% n . - €
ep/2 du rectangle de charge & la profondeur H du sol, ¢’est-a-dire de p, = ,:}
et en fonction de «, B et y, sont établies en détail dans la seconde partie de ce
travail (chapitre IX). Pour préciser ce point, nous écrivons la relation (21)
sous une forme analogue a (4). en introduisant les grandeurs sans dimensions

H oo .

£, af et BF:
Ee d?w
Py [6) ) w— BI’] d§2

oli: of = E’% a* et BF= ETJ f’n'B* (23)
Les formules donnant les valeurs de ces nouvelles constantes sont (voir
chap. IX):
af = (1+ B") et BF = 50(1 + B") (24)
HFa 1% H
olt o et B, se rapportent & un état bidimensionnel de déformation.

On peut ramener ainsi I'étude de 1'état tridimensionnel considéré a celui
d’un état bidimensionnel. Si, par exemple. la charge p, () est constante. les
formules (8) sont encore valables, pour autant qu’on remplace les constantes
o, B par les valeurs oo*, B* précisées ci-dessus, et p, par p,.

1l n’est malheureusement pas possible de vérifier 'exactitude de ces for-
mules par un essai sur modéle dans un état tridimensionnel. En effet, le nombre
de Poisson des résines artificielles, qui seules interviennent pratiquement pour
de tels essais de laboratoire. est voisin de 0.5, et d’apres la remarque faite a la
page 12, ces matiéres ne peuvent étre utilisées dans un pareil cas. Par contre.
nous avons pu faire un caleul approché par la théorie de 1'élasticité, dans le
cas ou p, est constant (chap. 1X) et comparer alors les résultats donnés par
les deux méthodes (fig. 17). La courbe I est celle des tassements obtenus par
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la loi de seconde approximation, la courbe 1I, celle donnée par la théorie de
I’élasticité. On voit que les deux résultats coincident sensiblement.

Remarquons qu’avec la loi de premiére approximation, il n’est pas possible
d’obtenir une transformation de la constante k par un raisonnement analogue,
puisqu’on ne pourrait alors pas introduire des forces concentrées K. dont la
présente étude a révélé 1’existence.

X

ﬂ':-—{-=08—¢-

2H

Fig. 17. Etat tridimensionnel. Charge con-
stante pp appliquée sur un rectangle de lon-
gueur I et de faible largeur e;. Courbes des
tassements w (£) caleulées par la loi de seconde

041 ﬁ approximation (I) et par la théorie de 1’élas-
% ticité (IT).
b

§ 2. Barre chargée reposant sur le sol

Soit maintenant une barre de longueur [ et de largeur e, (e, < I), reposant
sur le sol (fig. 18). Nous pouvons faire des considérations analogues & celles
faites ci-dessus et ramener le probléeme a celui d'un état bidimensionnel. La
barre ne présente pas, il est vrai, une rigidité infiniment grande dans la direc-

Fig. 18.
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tion y, comme dans 'exemple, précisé plus haut, des briques posées sur le sol;
mais nous pourrons démontrer que les erreurs dues a la courbure de la barre
dans la direction y, sont compensées par la variation, que cette courbure
entraine, de I'influence sur les déformations, de la partie du sol non chargée
(voir chap. IX). L.’équation régissant la flexion de la barre est analogue & (10)
et s’écrit:

7y (3’)

=b*w'+a*w=——
g 3
Eb !}-

St
!

u

ol “*:,T;Ej’ *:% et olt ¢, («) désigne la charge de la barre mesurée par
unite de longuewr.

Dans ce cas, les expressions de w(x) et de ses dérivées, établies pour un
état de tension bidimensionnel, sont encore valables, si on remplace «e et Be
par les constantes «* et f* données par les formules (23) et (24).

CHAPITRE IV

Méthode de superposition

Comme nous ’avons vu au chapitre 11, la solution de I'équation différen-
tielle (10), régissant la flexion d’une barre chargée, reposant sur un sol hori-
zontal dont les réactions sont données par la loi de seconde approximation,
s’écrit, en posant A, =3 (2Va+b)"2 et Ay=1 (2 Va—b)!2:

w = eMT (' cos Az + Chsin Ay z) + e M7 (Cycosdyx+ Cysin A, z) + F (). (11)

Cy.....C, sont des constantes arbitraires et F (x) est une solution particuliére
de (10). Nous avons déja fait la remarque que, dans les applications, ou la
longueur de la barre est toujours finie. la méthode classique qui consiste a
déterminer directement les constantes d’intégration a I’aide des conditions aux
limites, conduit & des solutions compliquées [18]. et exige des caleuls assez
longs. Par contre, les formules se simplifient passablement si la longueur de la
barre est infiniment grande et surtout si, en outre, g, (x) est nul, & "exception
d’un point on il y a une singularité.

(est en se basant sur cette derniére remarque que nous avons pu appliquer
la méthode de superposition, dont nous allons exposer le principe. Elle revient
a employer la fonction de Green, et simplifie notablement les caleuls. Cette
méthode a déja été proposée en 1936 [21] par M. Hetényi. et développée ensuite
par cet auteur [22]. mais en la basant sur la loi de premiére approximation
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p=kw. Nous allons I’'étendre au cas ou la réaction du sol satisfait a la loi de
seconde approximation [23].

La méthode de superposition consiste & ramener la détermination de la
courbe w (z), relative & une barre de longueur finie A B supportant des charges
verticales données, & la courbe relative & une barre de longueur infinie, sous
I'action des mémes charges, augmentées de forces et de moments convenable-
ment choisis, en remplacant en outre le systéme de forces donné par des
charges standard simples.

Pour exposer cette méthode, nous considérons un état de tension bidimen-
sionnel.

§ 1. Barre de longuear infinie

Considérons une barre infiniment longue, et de module de rigidité constant
E,J. Déterminons la flexion de cette barre, engendrée successivement par les
forces suivantes, correspondant chacune a un état de charge standard:

a) une force concentrée P,
b) un couple de moment M,
c¢) une charge répartie constante g,,.

a) Force concentrée P

Soit une force concentrée P, appliquée sur la barre en un point 0 (fig. 19).
Introduisons le systéme d’axes (2,z), d’origine 0 et déterminons la courbe

IP
i o
A KA O ’ Fig. 19.
iz

des tassements w (x'). Cette courbe étant symétrique par rapport a 1'axe z, il
suffit de considérer une des deux moitiés de la barre, par exemple celle cor-
respondant aux valeurs positives de 2’. Caleulons, a 1’aide des conditions aux
limites, les constantes arbitraires de la solution (11), dans laquelle ¥ (2')=0,
puisque g, (2') est identiquement nul; on a:

dw

w=0, @zo, pour &’ = c0, d’on O, =0,=0,
dw Hie ik _Az :
@—0, pour &' = 0, d’olt 03—)‘164,

et la formule (11) se réduit a

w(@') = CieM& (;—12 cosA, &’ +sin A, x’) :
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Déterminons maintenant C,, en exprimant que la barre est en équilibre,
¢’est-a-dire que:

h e 240
2.[?’:; (@) da’ = EIe(aw—B%)dx' -~ P;

PV&

A,etla,

on obtient, en introduisant la valeur ci-dessus de w(z'), C,=
courbe des tassements cherchée est, pour —c0 <2’ <0
Pya
daed,
(ceci correspond & la partie singuliére de la fonction de Green, la partie régu-
liere sera déterminée § 2 (voir [17], p. 315)).

Dérivons successivement cette expression, pour obtenir I'inclinaison de la
tangente a la ligne élastique, le moment fléchissant et |’effort tranchant:

w(x') =

e 1| (;2_ cos A, |'t:'| +sin A, |2’ i)
1

dxd_a? =w (2') = F a{:; B —e—h lIsin Ay ||,
12
d2w P As
o o YR if -—)l e | 222 =
£, }dxrg M (') = i, 1 (‘\1 cos A, || —sin A, 2] )

d®w P b
—E,J == Q') = F5e Ml |eos ), |¢'| ——<——sinA, ¥
b da'3 Q( ) 2 2| I 4)()1 2‘ I
les signes supérieurs correspondent & 2'> 0, les signes inférieurs & 2’ <0, a'
étant done I'abscisse d’une section quelconque de la barre, mesurée a partir
de la section ol est appliquée la force concentrée P. Posons pour abréger:

A GG ;
A, =ehz (A—2 cos Ay &’ +sin A, x’), B, =eM7sin),z’
' (25)

1 x A
O, =eho ()‘—2

cosA, &’ —sin A, x’) y Dyp=ehe (cos A2’ —
1

Lsinh ;r’)
40,4, 2T

et remarquons que ces fonctions de 2’ sont liées par les relations:

dd, Va iB,

S Wl & =Ml -
do.-n’ d’Dz’ 1 G
i = 280Dy, T = 2—_)(—2[()‘5—3)@)Am'+353m']-

Les valeurs de wp, wp. Mp et Qp sont alors données par les formules:

PVa A O
Wp (93 ) . e?l. Ala:’i) Wp (ﬂ: ) =% m Bix'l , ()7)
‘M'P(a’)_ Clxl: Qp(x)_+ D"‘l’
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oi1 'indice » rappelle que ces quantités concernent le cas ou la charge standard
est une force concentrée P (voir aussi le tableau 4, page 37).

b) Couple de moment M

Soit un couple M appliqué en un point 0 de la barre (fig. 20a). Introduisons
de nouveau le systéme d’axes (a'.z). d’origine 0. Pour déterminer la courbe
w(x’), remplacons le couple M par deux forces P =M [c égales et verticales,
mais de sens contraires. situées de part et d’autre de 0, & la distance ¢/2 de ce
point, ¢ étant tres petit (fig. 20b). On a:

M Va
w(x') = & dnek (= Aty + Ay eian) -

a) M 7
- e - _—
LS LS A ANONL o
1z
P
b) P }%Tii c
: — < X :
= / ./ S " /o'r 7 . ST Flg. 2{).
iz

Faisons maintenant tendre ¢ vers zéro, nous obtenons a la limite:

[_ Ma (Alm’4-[£-’_2?i_‘4|£’:£¢«.’24!)] _ _ MVa d4y,

w(z') = ll_nlf'!

dael, ¢ daed, da’”

lfll.r’_:

7 4 d
En introduisant la valeur de 7

donnée par (26), la fonction cherchée

wyy (2') est:

Ma
wy(@)=+—- B, our —wo=a'£w
.\[( } _4G€€)ll}l2 (o P == = ]

ou le signe supérieur correspond toujours a 2’> 0. le signe inférieur a 2’ <0:
I’indice m indique que l'expression se rapporte au cas ol la charge standard
est un couple de moment M. Dérivons successivement trois fois 'expression
obtenue pour wy; ('), nous avons en définitive:

TR e Ma i no_ Ma
u;u(x) _i4“€A1A3‘B|x,l’ “,‘lf(x) ““40‘58‘)‘20&'!!
M M (28)
My (2') = + 5 Dy, Qy (@) = i [(A3—=323) A4, +2b B,]
2

(voir aussi le tableau 4, p. 37).



¢) Charge répartie constante q,

Soit une charge répartie constante g, appliquée au domaine —'/2 <2’ < +1'/2
(fig. 21). On obtient la courbe des tassements w, (¢') et les valeurs de w,, M,
@, en intégrant les expressions (27), aprés y avoir posé P=q,d{, d’ou par
exemple: _arie

ple [

w, (@) = T Ay dl.
4

Les valeurs obtenues sont les suivantes:

; _ b
w, (@) = % [+ (Digrsrre — 1) £ (Dipr_gry — 1) + I (F By B!x’—(l’}’z)f)] ;

P la -
w, (x') = fb (A‘.r vy — Ap_gran), My (2') = (£ Bro ¥ Bo_g) | (29)

_Al

Q, (@) = 4_;2 (Crpstriey — Crar—aay)

(voir aussi le tableau 4, p. 37).

Remarquons qu’ici 2" est 1'abscisse d’une section quelconque de la barre,
mesurée a partir du milieu de la longueur I sur laquelle est appliquée la charge
q,- D’autre part, les signes supérieurs correspondent a (x' +1'/2)> 0, les signes
inférieurs a (x" +1'/2) <0.

Dans le cas général out ¢, n’est pas constant, mais une fonction de ¢, la

valeur de w, (x') devient: e
; Va
w, (x') = qub(C)A ,Qdf
~12

Si cette intégrale est trop difficile & calculer. on peut remplacer la charge g, ()
par plusieurs charges constantes ¢, convenablement choisies, et superposel les
valeurs des flexions qu’elles engendrent.

{ I

2 2
a_.]-—-%
ey e — i\ % ___x:- 4
7 PP | 7 Fig. 21.
) o8

§ 2. Barre de longueur finie
Soit maintenant une barre de longueur finie 4 B=1, supportant des charges
verticales quelconques, et dont nous cherchons 1’équation w(x) de la ligne

élastique (fig. 22a). Considérons dans ce but la barre de méme module de
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rigidité, mais de longueur infinie, et particuliérement un domaine 4 B=1,
supportant les mémes charges que celles de la barre donnée (fig. 22b). L’équa-
tion différentielle régissant la flexion de la barre de longueur infinie est, dans
ce domaine, la méme que celle de la barre de longueur finie A4 B. Pour obtenir
la ligne élastique w (z) cherchée, en intégrant I’équation différentielle dans le
cas de la barre de longueur infinie, il faut encore appliquer & cette dernieére,
en A et en B, des forces F, ;, F, ; et des couples My ,, M5, choisis de fagon
que les conditions aux limites de la barre A B, précisées au chapitre 11, soient
satisfaites (fig. 22b). Cela signifie qu’aux extrémités du domaine A, B, les

v [k oh PR 3 G 111 B SR

R e A XA 0B
A T TR g AL
vz Iz
Fig. 22.

moments fléchissants doivent étre nuls, et les efforts tranchants égaux aux
forces concentrées K, données par les formules (18). Ces quatre conditions
déterminent F, ,, Fyp, My et M p.

Nous avons ainsi & résoudre un systéme de quatre équations linéaires, &
quatre inconnues, que ’on raméne & deux systémes de deux équations a deux
inconnues, en remplacant chaque force donnée par deux forces symétriques
et deux forces antisymétriques (voir la fig. 23, qui précise cette opération dans

&s P H‘l

M v =5 = 7 ; ¢ -—A
, P}_c 2 ar_ 4 s :1.% ”
... T __.103 o VTR T T G
5 L | P A S ) iz
1z H: 3 M:
g-cff Heom
PSSR S o
A/ P 0"/ Y /B F
1z

Fig. 23.

le cas d’une seule force P). Désignons par M, My et @ ;. Qp les valeurs des
moments fléchissants et des efforts tranchants en 4 et en B, dues a toutes les
charges données, appliquées a la barre de longueur infinie. Introduisons encore
les indices s et a, pour distinguer les cas de charges symétriques des cas de
charges antisymétriques. On a (les notations relatives aux valeurs de M et @
en A et B sont précisées a propos du cas particulier de la figure 23):

= -‘USI + 1 J{ a, Q__[ — Qa tt

il et _ (30)
My = M Mﬂ” Qp=— Q“f; "ert .

=
I
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De méme pour les couples M, et M,y et les forces B,
(fig. 24):

Moy = My+ Mg, Fy= I+ 5,

et Fy,. on obtient

(31)
Mop = M — MG, Fp=Ig— 1,
P B R
" - M s symétrie SM )
o L g o Y _'_k;
Mo gn e o XA/ Oi /S B
Xa7 7 Oi “B” = g
Z a a
M /[-Ei antisymétrie A‘E My p
o = —
A /0 /B
iz
Fig. 24.

oll, en général Mg + M5 et B+ Fy.

Dans les cas ou les charges sont symétriques, on a M, =M, =M et
B, ,=Fp=F;, dans ceux ol les charges sont antisymétriques, on a par

contre My, = — My, = M} et F, = — Fp = B2

Déterminons maintenant les grandeurs de M. M§, Iy et Fy'. Introduisons

encore les tassements ,, W, et les inclinaisons @), wj

des tangentes a la

courbe w, en 4 et en B, dus aux charges données, mais appliquées a la barre
de longueur infinie. Ces grandeurs nous serviront a exprimer les forces con-
centrées K, et K5. D’aprés (27), (28), (29), (18) et en remarquant que z'=
x—c;, o « est l'abscisse de la section ou 1’on considére la flexion et ¢;
I’absecisse du point d’application d’une charge standard (respectivement celle
du milieu du segment sur lequel est répartie une charge constante), on a done

par exemple en B (x=1/2):

57 ¥ N
= F, ! M ! l
MB=;? P(E—c{)f;ﬂ‘MM(E—ci)+__1%Mq(§—ci),
pe o T
= F, l M, l l
o =S o)+ S (o)« S )
i=1 i=1 " = =] SO
N N’ N
_ \" 5 l M; l i, (! 2
i‘,{,’B =i._ lﬁ-wf:. ('_j'—ﬂi) +L_Zlfwy (E—Gi) +;?;wq Q_Ci)’ (3 )
% e N
., B . [ M, , [l e . L
Wy =/, pWp (_-——G-) t /37 Wn ?‘C‘) Ea (_-—-c{),
; P g = ; M 9. =t ; g, *\2
_ o« 5
Ky ='}’B‘3( _ﬁ_ 'B+wf3)-
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En A (x= —1/2), ces expressions sont les mémes, au signe de /2 prés. Insistons
dés maintenant, sur le fait que K, n’est qu’une partie de la force concentrée
réelle K, (appliquée & la barre A B), cette derniére force étant par exemple
donnée, dans le cas des charges symétriques, par la formule (34) qui suit.

a) Charges symétriques

Dans ce cas nous avons M,,=M,,=M, et P,,=P,,=P, (nous n'ajou-
terons pas toujours l'indice «s», sachant que nous ne nous occupons ici que de
charges symétriques). Exprimons les valeurs du moment fléchissant et de l'effort
tranchant en B. En remarquant que, d’apres (25), A,=Cy=2A/A;. By=0 et
Dy=1 et en appliquant les formules (27) et (28), on obtient:

+ o141y,

. X
JMB: JMFB 4)‘;( 2'4‘63) 2

(33)
~ PR
@p = Qp+3°(1 Dg)+M°[(3A§— §)(-;§-—A;)+2{)B,],

ot M, et @, ont les valeurs (32).
Les conditions a satisfaire en B sont:

La force K est donnée par la formule:

K3=wﬁe(]/%ws+wh)- (18)

Comme pour M, et @, écrivons les expressions de w, et w),:

" BVa (X, Mya
i = e, (A1+ )*4 ea ot
" Pa Mya (——C‘)
Up = 05 dael Ny ! daedg \A

L’expression (18) de K, devient, en y substituant ces valeurs:

Vb Vb MyyVb 4
Kypm Kt 1’)’\ (1 A BI)H = [(?«1 C,)lb——EBI} (34)

Posons pour abréger:

_yVb (A, Vb ) '__I”b Va __,—(_)_qg_ ) -
4}‘2()‘1 4,— A1B et n= i, AxB 7] |, (35)

(34) s’écrit alors:
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Si I’on pose encore:

1 1[3A2—=A3 (A, b 5,
_E(I-I*DI): '§|: 20, (}\1 A;)‘FA—%B;-FZR],
L (A, 1 #9)
I = 4)“’()‘1—1—("‘,) 5(1_D+ 2m),

les conditions aux extrémités M ;=0 et Q= — K deviennent, en vertu de
(33), (34), (35) et (36):

Mp+tB+rMy=0 et Qp+Kp+uFy+sMy=0.

Rappelons que IITIB, @ B K » sont donnés par les formules (32), et que £, M,
sont les deux valeurs cherchées. La solution de ce systéme de deux équations
est:

B = = sd[SMB‘_?'(QR'*‘KR)]
(37)
M, _? = st [uMp—1t(Qp+Kp)].
b) Charges antisymétriques
Dans ce cas, nous avons My, = — M, = M§ et By, = — Fyp = Ff. Par un

développement analogue & celui fait dans le cas de charges symétriques. nous
obtenons les mémes expressions que ci-dessus, a quelques signes pres.

¢) Charges symétriques et antisymétriques

Nous donnons dans les deux tableaux récapitulatifs ci-dessous les formules
permettant de déterminer P et M dans le cas des charges symétriques et dans
celui des charges antisymétriques; les signes supérieurs correspondent au pre-
mier de ces deux cas, les signes inférieurs, au second:

Vb A Vo ) yVb [ ( Ay 4
”3"4)(2(%1”1 PR I P 2\1'8’ Vo £ (’?)’

B 3NN A, b 5
r=5(1£D), — o P (- a) 4 Boa], | 69
o 1 )‘2 f 1

14 —(\fa(‘}(l‘i(/;), U = 2( +1-— D3+2m},
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1
?u—sr

Pu 2 [+3JM i (QI;+KJ;)]

(39)

o=——[+uMp—t(Qp+Ky),

ru— 3t

ot My, Qp et K 5 s’obtiennent & 1’aide des formules (32).

Pour obtenir la courbe des flexions w (x) dans le domaine A B=1, dues &
des charges quelconques, on remplacera d’abord ces derniéres par des charges
symétriques et des charges antisymétriques, puis on caleulera successivement
les grandeurs Ff, B2, M5, M§, et My, , Mg, By ;s Fop, & 'aide des formules
(38), (39) et (31). Enfin, en ajoutant aux flexions % (x) dues aux charges réelles
appliquées sur la barre de longueur infinie, les flexions engendrées par les
couples M, ,, M,y et les forces F,,, Fyp. on obtiendra en définitive, dans le
domaine —[/2=w=1/2, 'expression de w(z) pour la barre considérée., de
longueur finie /:

w(x) = 93)+I;, p( +;) +£;,E-wp(a:—%)
M, l Mg I
Sl 1f_ War |2+ ) 5 & wﬂf(t_i)f
ol d’aprés (32):

w(x) = Z?'va(.t: c)+ZE—u“{x ci)+zq’”w (x—e;).

1—1

(40)

Remarquons que ’'on peut aussi déterminer séparément w* (v) et w?® (x), ¢’est-
a-dire d’abord les flexions dues aux charges symétriques, puis celles dues aux
charges antisymétriques, et les superposer ensuite.

Dans les applications numériques. on pourra faire les deux controles sui-
vants:

17 Les moments de flexion aux extrémités étant nuls, w (x) doit satisfaire aux
deux conditions:

W o = W[ = 0.

20 Les grandeurs des forces concentrées K pouvant étre obtenues, soit par les
formules (18), soit par les relations (34"), on doit avoir, par exemple pour K j:

Kp=yBe (]/gwﬂ-i-w’g) = Kz+mPyp+nMyg.
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Ajoutons que la courbe w(x) s’obtient, pour |x|>1[/2, en appliquant les
relations (12), (13) et (16), ce qui donne:

w(x) = w(—%—()) P{%(%_E) pour x < —%,
w(x) = w(£+0) E}IE(;_J) pour :v>'—i, (41)

ou -zc..-(— _{}—0) =wy—xK, et w (%—PO) =wp—kKg.

Récapitulation

Rappelons brievement les données et les diverses opérations que nécessite
la résolution d’un probléme:
Les données sont :

19 le sol, caractérisé par les grandeurs £, v, H, ¢.
20 la barre, qui a un module de rigidité &,.J connu et une longueur /, telle que

l

R=577 = Me-
3% les forces verticales appliquées sur cette barre. Elles sont concentrées ou

réparties. Des couples peuvent aussi étre appliqués en certains points.
Détermination de la courbe des flexions w (a):

Pour déterminer cette courbe, il est nécessaire de:

1. Calculer d’abord les constantes:

B 1 N . .
a= oy, B=HHp,. y=—"——, ol «, et B, sont donnés par les diagrammes

1 +Voy By
des figures 3a. 3b, et d’en déduire les quantités a, b, A;, A, par les formules:

e Be

LT b=EbJ’

A = %(21»"&}{))1'2. A = %(21-"5— b1z,

Les grandeurs 4., By, C, et D, définies par les relations (25), doivent
étre ensuite déterminées pour différentes valeurs de a'. et présentées sous
forme d’un tableau. Rappelons que I'on a posé a'=x—¢;, « étant 1'abscisse
du point ou I'on considére la flexion et ¢;. ’abscisse du point d’application
d’une charge donnée. Comme —I2=x= +1[2 et —1[2=¢; < +1/2, on a néces-
sairement 0= |2'|=l. On calculera donc les valeurs des fonctions 4, ...
pour des valeurs de |2'| convenablement choisies dans le domaine 0, +/,
y compris les limites.
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2. Remplacer les charges quelconques données par des charges symétriques
et des charges antisymétriques.

3. Déterminer P§, M§ et Pf§, M7 en utilisant les formules (32), (38) et
(39). Dans I'application de (32) interviennent les relations (27), (28) et (29),
ot &' =[/2—¢,.

4. Caleuler M, ,, My, P, et Py, a l'aide des formules (31).

5. Déterminer la courbe cherchée w (x), pour —I/2<2<1/2, en utilisant la
formule (40), ¢’est-a-dire en appliquant le principe de superposition.

6. Calculer enfin w (x), pour |z|>[/2, en utilisant les relations (41).

Remarques importantes :

1. Connaissant w (x) pour —1/2=<x=<1/2, il sera ensuite facile de déduire de
cette fonection, par des dérivations, les valeurs de M (&) et @ (x).

2. Tl nous parait indiqué d’insister sur le fait que, dans le cas d’'un état de
déformation bidimensionnel, les forces sont mesurées par unité de longueur
dans la direction y et que, par conséquent, il faut poser e=1: d’autre part, la
barre étant remplacée par une plaque infiniment longue dans la direction y,

B, J devient la quantité D,,:%.
par contre, il suffit de remplacer «¢ et fe par «* et B%,

3. Lors de la superposition des différentes charges standard, il est possible
que des tassements négatifs viennent s’ajouter a des tassements positifs; il est
toutefois nécessaire que la valeur résultante de p(x) soit partout positive, ou
éventuellement nulle, si 'on veut pouvoir appliquer les formules établies
ci-dessus. Le cas ot certaines parties de la barre ne seraient plus en contact

avec le sol a été examiné par L. Fappl [24].

Dans le cas d'un état tridimensionnel,

CHAPITRE V

Application de la méthode de superposition

Nous étudions ici, par la théorie développée plus haut, différents états de
tension bidimensionnels. Ces états sont précisément ceux que nous avons
également étudiés sur modeles (voir plus loin, chap. VI). Ils eoncernent le cas
d’une barre rectiligne, reposant sur le sol. Dans les caleuls numériques qui
interviendront dans la suite, nous avons également choisi les mémes données
que celles des essais, afin de permettre la comparaison directe du caleul et de
I'expérience.
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§ 1. Deux forces verticales concentrées symétriques

Considérons d’abord le cas de deux forces concentrées P[2, appliquées sur
la barre de part et d’autre de son milieu 0, & la distance ¢ de ce point. Déter-
minons la courbe des tassements w(x), en appliquant la méthode décrite
précédemment, et récapitulée a la fin du chapitre précédent. Introduisons le
systéme d’axes (,2), d’origine 0, indiqué dans la figure 25.

zﬁl:_ g _lf.

h
-

\!/\x\\ 1
1 ool il Fig. 25.
T

X
SRS

")h-p

1. Nous calculons tout d’abord les grandeurs a, b, A;, A, et connaissons
ainsi les constantes intervenant dans les fonetions (25) de a'.

2. Nous remarquons que les charges sont symétriques par rapport a ’axe z.

3. Seuls, F¢=F, et M§=M, sont donc & déterminer. Calculons d’abord
dans ce but les grandeurs M, Q, et K, c’est-a-dire le moment fléchissant,
P’effort tranchant et la force concentrée K en B, dus aux deux forces P/2
appliquées a la barre de longueur infinie. En utilisant (32) et en tenant compte
de (27), on a:

My = % M (2 + c) + ‘—12 My (g - C) = % (Camio+ Ca-o)

Qs = éQp (E.'i'f) + é Qp (%—C = - g(D((f.2}+c)+-D(ﬁ."2)-c))s

Wy = %w,, (%—f— c) + éwp (:IZ -~ c) = B%(; (Agorro +Aw—o)

wp = _12%} (_!2'*' f‘) + iw' (;-G) = ‘iafih (Bwarro + Bauw-o) -

= o« o, P yib Vo
Ky =vyBe (]/B Wp +w3) = %)« [Am 0+ Ao — 5 (Bm a0+ B c)}]

On obtient alors Fy et M, par les deux formules (39), on les coefficients », s,
t, w ont les valeurs (38).
4. Dans ce cas particulier, ol les forces sont symétriques. on a:

My=Myp=M, et FPy,=Fu=1=~F

4, La formule (40) donne alors la courbe des tassements cherchée, pour

Uk

W\
li.'"\
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i 2
(Ajpiei +Aiz—a) + f (A iz +Aizga)

M, Va

+5 N (Bipso + Bz uz)l}]-

6. Pour [¢|>1/2. w(x) s’obtient & 'aide de (41).
3
Nous nous proposons d’appliquer ces formules & trois cas, ceux ol ¢= ;1.
= 702 et ¢c=0. et de comparer les courbes des tassements w () ol:tenucs a

celles données par des essais.

Les modéles utilisés pour ces essais étaient en Araldite B. dont le nombre
de Poisson est #=0,48. Les valeurs des différentes constantes sont. d’apres les
diagrammes des figures 3a et 3b:

%o = 1,261, B, = 0,04865.

On en déduit que y,=y=0.8015. De plus, ces modéles avaient tous la profon-
deur /1 =8.0 cm. Des barres de méme longueur [ =38,0 em ont été utilisées dans

. . " l o v g
les trois essais. On avait done p=55 =05 et la condition p>p =0,10 était
satisfaite. C'es barres étant en acier, nous avons admis pour le module d’élas-
ticité la valeur £, =2.1-10% kg em 2.

10 cas: =1 (fig. 26).

Dans I'essai correspondant que nous avons fait, des mesures ont montré
que K. h, e, ¢, avaient les valeurs suivantes (nous préciserons Ch. VI comment
nous avons déterminé £):

E=1794kgem2, e = 1976 cm, (sol)
h = 0,194 em, ¢, = 1,998 em. (barre)

P|
? fﬂr ‘l? ih
9 X
i B

L B \_\\\\\ i, —_—
LH A ¢ s Fig. 26
= 2z

2

.

Nous donnons, a titre d’illustration. les calculs détaillés relatifs & ce pre-
mier cas:

o e EH'B\? 1 v 4
1_ = .Eb—J — do E—bJ H4 = 89,6643?* s
Be EH3e 1 L e A
Vg SR ET B AR
1 5 1
= 2.‘ O =" 2 = I
A = 2.3663 Ay = 1,9672 .



(Vest en vue d’introduire, dans la suite, la variable sans dimension ¢ =a2/H ,
que nous avons mis en évidence 1/H dans les valeurs de A, et A,. Remarquons
que A2+X% = Va et A3 —22 = b/2.

Nous donnons, dans le tableau I, les valeurs de 4., B,.,C, et D,
a 'aide des formules (25).

Nous avons choisi, pour le calcul. des valeurs de 2’ différant de 0.11 et,
toujours en vue d’introduire ¢ plus tard. nous avons exprimé 2’ en fonction

de H, et non de [, mais comme, dans notre cas, [ = H, lesintervalles sont alors
de 0,1 H.

., caleulées

Tableaw I

il M’ Az’ A B (8/5% D

0 0 0 | 0,8313 0 0,8313 1
0.1 H 0,2366  0,1967 0,7978  0,1543  0,4892  0,7454
02 H 0,4733  0,3934 | 0,7171  0,2388  0,2395  0,5310
0.3 H 0,7099  0,5902 0,6133 02736 0,0650  0,3577
0,4 H 0,9465  0,7869 0,5026  0,2748  -0,0470  0,2230
0,5 H 1,1832  0,9836 0,3961  0,2550 -0,1139  0,1223
0,6 H 1,4198  1,1803 0,3001  0,2236 -0,1471  0,0505
0,7H 1,6564 1,3770 02178  0,1873  -0,1567  0,0020
0.8 H 1,8930 15737 | 0,1502  0,1506 -0,1510 -0,0284
0,9 H 21207  1,7704 0,0969  0,1165 -0,1361  -0,0452
1,0 H 2,3663  1,9672 0,0565  0,0866 -0,1167 -0,0523

2. Les charges sont symétriques, comme nous I’avons déja remarqué.
3. My, Qpet Ky ontici les valeurs:

—_— P B
My = 82, (Cogmr+Coap) = 0,0056 PH,

— P

@ =~ Dogu+Dogn) = —0,1257P,

_ P Vb Vb |

Ky = 5 Z—Az [Ao,sm +Aoom— A (Bogm + Bu,zu)] =0,0532 P,

Qp+Ky=—0,0725P.

Les formules (38) donnent pour les coefficients m,n, . .. :

m = 0,1553, n = —0,2684

=y

mli—'

r =0,4739, s = 1,0808 t=0,0908H, u=0,6815.

=
H L]
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En introduisant ces valeurs dans (39). on obtient pour P, et M,:
My =—0,0464 PH,
£ = 01799 P,
de sorte que:
4. My, =My =M,=—0,0464 PH,
Py =Py =P, = 01799 P.

D

. La fonction w (z) est alors:
P Va aH
Ee 4ag); |2

M, a
+_1_)_n e (B|r+l]aHf+B""" 0.)H|)]

w(x) = [ (AI:J—o.uf +AL.« 0,3 H| D+ {A]:.'}'+l],5H|+A|;a—0,SHE)

Pour des raisons évidentes, cette courbe est symétrique par rapport a l'axe z.
Le tableau IT donne, pour 0 =2 <0,51=0,5H, diverses valeurs de la quantité

sans dimension { ) .
.. e
Tableaw 11
|
Po MV

. Azioam | (Aiz+0,5m | Pu AU(B.::N 5H| w (%)
+A z-0,3u) 3y onm) ’ B i) PlEe
0 0,6133 0,1425 -0,0946 0,6310
0,1 H 06114 0,1444 [ -0,0925 0,6330
0,2 H 0,5969 0,1495 -0,0855 0,6308
03 H 0,5657 | 0,1560 | -0,0723 0,6198
0.4 H 0,5078 [ 0,1609 -0,0502 0,5903
0,5 H 0,4337 0,1597 ‘ -0,0161 0,5510

Faisons le second contrdle proposé au chapitre IV, p. 42 (nous ferons le pre-
mier controle plus loin) en calculant K, de deux fagons différentes. On a

d’abord K =y Be (]/-;—‘ wp+ w},.) . Déterminons wi,:

., P aH P(,
Wp “Emﬂi?@[ 5 (Bosu+Boan)— P Biou
MD , A2 B o P
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: 1
En substituant, on obtient: Ky = EHyBye (f—f Vé‘}wﬁ + w},,) = 0,0936 P,
Mais on a aussi: Ky = Kyz+mPy+n M, = 0,0936 P.

Les deux valeurs calculées sont bien égales.
6i. La courbe w (x) pour |x|>1/2, s’obtient en appliquant les formules (41),
qui se simplifient, & cause de la symétrie. On a:

l ) (5 ) = = P 1 P
wl—=—=0)=w|=4+0)|=wp—k Ky =0,56510— ——0,0936 P = 0,4574 —,
( 2 2 2 2 e FHe Ee

el “[1:
d’ot, pour |z[>1/2: w(x) = ( +0) lgz ]g.‘l;

o 1 foly = 1 (3 ) ?Ei, P
—=—'/—=o.U912— et w|-+0)e'P?=058324_—.
]/;? HIBy 7 H 2 Ee

Le tableau III donne diverses valeurs de la quantlte i , dans le domaine
|e|>0.51=0,5H. PiEe
Tableaw I1T
T [ |
B PfE

0,5 H 2,6456 0,0784 0,4574
0,66 H 2,8001 0,0608 0,3547
0,6 H 3.0547 0,0471 0,2749
0.7 H 3,5638 0,0283 0,1652
0,8 H 4,0729 0,0170 0,0993
0,9 H 4,5820 0,0102 0,0597
1,0 H 5,0912 0,0062 0,0359
1.2 H 6,1094 0,0026 0,0149
1,4 H 71276 | 0,0009 0,0054

Nous avons ainsi obtenu la courbe des tassements w (), dans tout le domaine
qui nous intéresse. Nous pouvons déterminer de méme les diagrammes des
moments fléchissants et des efforts tranchants. Nous donnons encore en détail
le calcul de la seconde dérivée w” (x), afin de pouvoir calculer la réaction du

sol p, ().
Pour 0= [¢|=051=0,5H, on a:
" P aH [1 P,
w’ (x) = — E m [§ (Cizro3 i +Clzosnl) +%(Cix+ﬂ,5 a1+ Claosml)

M
Po 22 (Digyosm +Digo 5H|)]
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et la réaction du sol est:

Py (2) = e[aw (x) — B’ (v)] =

B
7 law @)= By H2w” (2)] = 210

l

.,
T (v @5 -Bow @

P

E"eH2)

Les valeurs de w" (x) et de p, (), pour 0= |z|<1/2=H[2, sont données dans

le tableau IV:
Tableaw IV
My
5 3 (Cizr03m, I;,E (Cizro,5m P w () i w@) | Bw'(®) | polx)
tOiz-03m) | Lo )| (Dawsm |pleEH2| ° PleE |PleEH2| Pl
E=OSHY | 4 Dio,5m)

0 0,0660 ~0,0410 -0,0446 | +0,1773 | 0,7956 | +0,0086 | 0,7870
0,1 H 0,0962 -0,0349 -0,0499 -0,1035 | 0,7983 | -0,0050 | 0,8033
02H 0,1877 -0,0163 —-0,0656 -0,9555 | 0,7954 | -0.0465 | 0,8419
0,3 H 0,3421 +0,0159 -0,0917 -2,4072 | 0,7816 | -0,1171 | 0,8987
0.4 H 0,1663 +0,0635 -0,1277 -0,9224 [ 0,7443 | -0,0449 | 0,7892
0.6 H 0,0443 +0,1286 -0,1729 ~0 0,6948 | ~ 0 01,6948

Tableaw V
w(§) JAG)
& PleE PlL
-§=§ = = =50
Loi de Essai sur Loi de Loi de Loi de
2e appr. modéele 1re appr. Ze appr. lre appr.

0 0,631 0,665 0,711 0,787 0,951

0,1 0,633 0,665 0,719 0,803 0,962
0,2 0,631 0,663 0,739 0,842 0,988

0,3 0,620 0,657 0,761 0,899 1,018

0,4 0,590 0,635 0,773 0,789 1,035

o5l 0,551 0,601 | 0,781 0,695 1,045

& 0,457 0,563 0 0 0

0,6 0,275 0,326 ' 0 0 | 0
0,7 0,165 0,210 0 0 0
0,8 0,099 0,136 0 0 0
0,9 0,060 0,087 0 0 0

1,0 0,036 0,054 0 0 0

1,2 0,015 0,016 0 0 | 0

1,4 0,005 0,001 0 0 ' 0




Nous avons fait également les calculs en appliquant la loi de premiére
approximation. 1l suffit de poser =k et B=0, et par conséquent b=0,4, =1, =],
dans les formules que nous avons établies. Nous récapitulons, dans le tableau V,
les valeurs de w et de p,, exprimées en fonction de é=x/H.

Les forces concentrées K ;. K. que 'on obtient en A et en B en appli-
quant la loi de seconde approximation sont égales a:

La fig. 27 permet de comparer les courbes des tassements w (£) obtenues
par le caleul et par I'expérience. La coincidence entre la courbe établie par

5,‘
e — L -.-2{?: (}_5 - ——
a3l
tE 'lpfz LB E=x,
JSSSSETITINTNTSIENY el
0 ol 0z 03 04 1
(Rl
02|
03
04| :
Ji Fig. 27. Barre rectiligne reposant sur le sol,
05 |- / sollicitée par deux forces P/2 appliquées & la
distance ¢ = (3/10)1 de part et d’autre du
06} I "o milieu 0 de la barre. Courbes des tassements
:____o___._o.._.._x»ﬁ‘f' w(¢), d’apres la loi de seconde approxima-
21 A e _“ tion (1), d’aprés un essai sur modéle (I1) et
TR | d’apréslaloi de premiére approximation (T1T).
081
¥
Pt
£y
O T T
o1 02 03 04 05
0.2
04
06 -
Fig. 28. Courbes des réactions dusol p, (£), cal- 0.8 \Iﬂ‘i{,},
culées par la loi de seconde approximation (1)
et par la loi de premiére approximation (111) T Wt :
dans le cas précisé dans la figure 27. B, B S .
B




la Toi de seconde approximation et celle donnée par un essai sur modéle (courbes
I et IT), est bonne. Par contre la courbe III, obtenue 4 1'aide de la loi de pre-
miére approximation, différe passablement des deux autres; ceci est surtout
diit au fait que les forces concentrées K , et K, sont ici relativement grandes.
Ensemble, elles équilibrent le 199, de la force totale appliquée sur la barre.
Or le calcul de premiére approximation ne tient pas compte de ces forces.
Dans la fig. 28 nous comparons les courbes p, (€), ¢’est-a-dire les réactions du
sol. caleulées d’une part & 1’aide de la loi de seconde approximation et d’autre
part a l'aide de celle de premiére approximation. On peut vérifier que 1'on
a bien:

i 9K
par la loi de seconde approximation: 2 Hjnf,‘? dé +:Ifl- =1,
0
0.5
par la loi de premiére approximation: 2 p},(/—f) dé = 1.

Fig. 29. Barre rectiligne reposant sur le sol,
sollicitée par deux forces £7/2 appliquées & la
distance ¢ = (9/20)1 de part et d’autre du
milieu 0 de la barre. Courbes des tassements
w (€) données par la loi de seconde approxi-
mation (I), par un essai sur modéle (1) et
par la loi de premiére approximation (1II).

et



20 cas: c=gnl (fig. 25 et 29).

Lorsque la barre est sollicitée par deux forces P2, appliquées & la distance
1/20 des extrémités, les forces concentrées K ,, K, sont grandes et ont, par
conséquent, une influence importante.

Dans l’essai correspondant, des mesures nous ont montré que E hy e, e,
avaient les valeurs:

B
I

172,2 kg em—2, e 1,976 em, (sol)

0,194 em, e, = 1,998 cm. (barre)

Comme dans le cas précédent, nous avons déterminé les courbes des tasse-
ments w(£) par la loi de seconde approximation et par la loi de premiere
approximation. La figure 29 permet de comparer ces deux courbes a celle
obtenue par 1’essai sur modeéle. De nouveau, on remarque une bonne coinci-
dence entre la courbe établie par la loi de seconde approximation et celle
donnée par 1’essai (courbe I et II), alors que celle obtenue par la loi de pre-
miére approximation difféere de nouveau passablement des deux autres. Dans
le cas étudié, les forces K, et K, équilibrent ensemble le 35%, de la force
totale appliquée sur la barre.

K

[

Pee— 05—
2H _—EJ §=X/H

e \\l\\ \\‘\\\\1\\\ \1 WY

0 o1 02 03 04 O

021
03
04
a5
06} Fig. 30. Barre rectiligne reposant sur le sol,
2 sollicitée par une force concentrée P appli-
07 quée au milien 0 de la barre. Courbes des
tassements w (£), d’aprés la loi de seconde
i approximation (1), d’aprés un essai sur mo-
T et déle (ITI) et d’aprés la loi de premiére approxi-
<08 mation (I1T).
o
Prr
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3% cas: e=0 (fig. 25 et 30).

La barre est done sollicitée par une force concentrée P, appliquée au milieu o
de sa longueur.
Dans I'essai correspondant. nous avons mesuré:

E=1717kgem™2, ¢ =2002cm, (sol)
h = 0,193 em, ¢, = 2,035 em. (barre)

Comme précédemment, nous avons déterminé les courbes des tassements
w (&) par le caleul et par l'expérience. Dans la figure 30, nous comparons les
courbes établies par la loi de seconde approximation (courbe I) et par la loi de
premiere approximation (courbe III) & celle donnée par ’essai sur modele
(courbe II). Les forces concentrées K ; et K, étant ici petites (ensemble, elles
n’équilibrent que le 59, de la force P), la courbe donnée par la loi de premiére
approximation, dans le domaine —0.5=¢=0.5, différe relativement peu des
deux autres courbes. Elle en différe par contre beaucoup plus dans le domaine:
[¢]> 0.5.

§ 2. Force verticale excentrique

Considérons le cas d'une force concentrée P appliquée i la distance ¢ du
milieu 0 de la barre (fig. 31).

h
T | =k I
AL T f o Vidg Fig. 31.

A il T
z 'z 2

Pour déterminer la courbe des tassements w (), nous remplacons, confor-
mément au point 2 de la récapitulation donnée a la fin du chapitre IV, la force
P par deux foreces P[2 symétriques et deux forces P/2 antisymétriques. Nous
devons alors calculer séparément Fg. M§ et Be. Mg, selon le point 4 de la
récapitulation mentionnée, et. par les formules (31) (voir le point 4). nous
obtenons les quantités M, ,. M, et F,,. F,; qui. dans ce cas, ne sont pas
respectivement égales entre elles.

La courbe des tassements, pour —1/2<w<[/2. est alors représentée par la
fonction (point 5):

PYaH[, By, P

w(x) = _Ee 3 % )\; I:Ai,r—cl 7 P A:Htr 2)| +;)B fli.r-—{f 2)!

Va [ M, M
)‘_1 ( }31{ BZJ:+(!. 9+ 1’?3 B;m_“ 2)t)jl .
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Cas ouw c=1[10:

Dans 1'essai correspondant, des mesures nous ont montré que H. I, E.h. e, e
avaient les valeurs:
H=80cm, E=181,6kgem=2 ¢ =2003cm, (sol)
! =80cm, h = 0,242 cm, ¢, = 2.019 em. (barre)

[}

I

Nous avons caleulé la courbe des tassements w (€). d’apres les lois de seconde
et de premiére approximations. Ces courbes sont dessinées dans la figure 32,
et conparées a celle obtenue par ’essai sur modéle. De nouveau, les tassements
donnés par la loi de seconde approximation coincident bien avee les valeurs
expérimentales. Par contre, les valeurs conformes a la loi de premiére approxi-
mation sont nettement différentes.

CHAPITRE VI

Description des essais sur modeles

Les essais sur modeéles nous ont permis de mesurer les tassements d’'un sol
élastique chargé. Nous avons déja donné les résultats de ces essais dans les
chapitres précédents, en les comparant aux résultats du calcul. Les expériences
ont été faites dans le Laboratoire de photoélasticité de 1'Ecole polytechnique
fédérale en utilisant la méthode du figeage des contraintes. Cette méthode pré-
sente plusieurs avantages. Tout d’abord 1'Araldite B. qu’il est indiqué d uti-
liser pour les modéles, est élastiquement déformable. homogene et isotrope: de
plus, 4 la température de 150°, le module d’élasticité a une relativement petite
valeur (165—185 kg/em?). On obtient ainsi des déformations suffisamment
grandes pour pouvoir étre mesurées sans difficulté a I'aide d’un comparateur
de précision. Enfin la méthode en question permet de mesurer les tassements des
points situés directement sous la charge, puisqu’on peut enlever cette derniere
apres le figeage. Par contre, comme nous 'avons remarqué a la page 30, il
n’est pas possible de contréler, avec cette résine artificielle qu’est I’Araldite
B, la loi de seconde approximation dans le cas général d'un état tridimen-
sionnel, et nous avons d nous limiter, dans nos essais. a4 des états de tension
bidimensionnels.

Les modeéles représentant un sol de profondeur finie reposant sur un massif
rigide, comprenaient, conformément aux figures 6 et 10, deux parties étroite-
ment liées: un socle de métal, représentant le massif rigide, et une plaque
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d’Araldite B, vissée au socle et représentant le sol de profondeur finie H. Les
plaques d’Araldite B ont été d’abord coulées dans des moules en fer blanc
étamé, puis fagonnées apres durcissement. Pour le premier essai, qui a consisté
a mesurer les tassements dus & une charge uniformément répartie. la plaque
avait les dimensions: 360 91 x 27.1 mm. Elle était fixée & un socle en acier a
I'aide de vingt vis M 4 qui pénétraient de 10 mm dans 1"Araldite et étaient
disposées sur deux lignes. Pour la série des essais exécutés avec une barre
sollicitée par une ou deux forces concentrées et reposant sur la plaque figurant
le sol, les dimensions de celle-ci étaient: 400> 80 < 20 mm. Pour obtenir un
contact aussi bon que possible entre les deux parties du modéle, le bord infé-
rieur de la plaque d’Araldite et la surface supérieure du socle ont été travaillés
en forme de dents, emboitées les unes dans les autres. De plus, la plaque a été

ot
-1



fixée sur le socle & 1’aide d’une rangée de dix-neuf vis. Le socle était en alu-
minium, car cette matiére a un coefficient de dilatation plus proche de celui
de 1'Araldite B que ne I'est celui de 1'acier. Enfin, la barre reposant sur le sol
était en acier.

La figure 33 montre un modéle, placé dans le four ot on le chauffait & 150°;
a cette température, on le chargeait a 1'aide d'un systéeme de leviers. Les
charges totales ont varié entre 20 et 60 kg. suivant les essais. Elles étaient
déterminées de facon que les tensions sollicitant la matiére restent toujours
dans le domaine élastique, que les plus grands tassements ne dépassent pas
1,0 mm. et enfin que la stabilité du modéle soit assurée. La figure en question
concerne le cas d'une barre, posée sur la plaque d’Araldite B et sur laquelle
on applique une force concentrée, en un point queleconque. Aprés la mise en
charge, on refroidissait lentement (2° par heure) le modeéle, en laissant la
charge intacte, jusqu’a ce que la température soit devenue normale (~ 20°).
L état de déformation étant ainsi figé, on libérait le modele de sa charge, puis
on le placait sur une aire plane horizontale, sur laquelle il reposait en trois

Fig. 34.



points. On le faisait alors glisser sur cette aire de facon qu’on puisse déterminer
a l'aide d’un comparateur de précision fixe, la courbe des tassements (fig. 34).

Cette seconde figure montre en outre les trois éprouvettes qui ont permis
de déterminer le module d’élasticité K de 1’Araldite B. La premiére est une
barre de section rectangulaire de 25 X 10 mm et de 18 cm de longueur. que 1’'on
soumettait & un état de flexion pure. A 'aide d’un comparateur, on déter-
minait la courbure engendrée au milieu de la longueur. On en déduisait alors
le module d’élasticité. Les deux autres éprouvettes étaient des cylindres de
8.0 em de hauteur et de 2,0 et 2,4 em de diameétre. Ils étaient comprimés verti-
calement et. & I’aide d’un micrometre de précision, on mesurait leurs variations
de hauteur, qui nous permettaient ensuite de déduire le module d’élasticité E.
Ainsi, pour chaque essai, on obtenait trois valeurs de E dont on prenait la
moyenne arithmétique.

DEUXIEME PARTIE

A plusieurs reprises, dans la premiére partie, nous n’avons fait qu’énoncer
certaines conditions ou indiquer certaines relations nécessaires & ’application
de la loi (2) étudiée, et nous avons donné les valeurs des constantes qui inter-
venaient, tout en renvoyant le lecteur a la seconde partie. Dans cette derniére,
nous allons revenir sur ces différents points et les justifier par des considérations
théoriques.

Il importe avant tout, comme nous ’'avons vu, de déterminer les tassements
w () par la théorie de 1'élasticité, dans différents cas de charge. Les valeurs
rigoureuses ainsi obtenues peuvent alors étre comparées a celles données par
les lois de premiere et de seconde approximation. De plus, ¢’est en nous appuyant
sur des relations établies par la théorie de 1'élasticité, que nous avons choisi
les valeurs des constantes qui figurent dans la loi de seconde approximation.

Une partie des calculs que nous présentons ici a déja été publiée sous la
forme d’une note de priorité [20]. Comparés a cette publication, les points
essentiellement nouveaux sont:

19 Un caleul par la théorie de 1’élasticité des tassements du sol sous |'action
d’une plaque rigide, de largeur finie et de longueur infinie (état de déformation
bidimensionnel), qui nous a dicté le choix de la valeur & donner au facteur «.
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Ce facteur caractérise les décrochements du sol le long des bords de la plaque
(voir chap. VIII, § 2).

20 La détermination des valeurs des constantes «* et B* en tenant compte
de ces décrochements (chap. IX. § 1).

3% Un caleul par la théorie de 1'élasticité des tassements du sol engendrés
par une charge répartie sur un rectangle de dimensions finies (état tridimen-
sionnel), qui nous a permis de vérifier les valeurs de «* et 8% (chap. IX, § 2).

CHAPITRE VII

Etats bidimensionnels. Charges réparties, directement appliquées sur le
sol. Détermination des constantes o, et j,

§ 1. Etat de déformation bidimensionnel, calculé par la théorie de I’élasticité dans
le cas des charges verticales uniformément réparties

Soit une couche indéfinie, d’épaisseur H, limitée par deux plans horizontaux
et reposant sur un massif rigide. Sur une bande rectiligne de longueur infinie
et de largeur I de la face supérieure est appliquée une charge connue p (par
unité de surface) que nous supposerons d’abord variable en fonction de x (voir
la figure 2, qui précise les axes choisis). Dans ce cas. la détermination des
tassements par la théorie de 1'élasticité a déja été faite, tout au moins en prin-
cipe [25]: elle est relativement simple, car les conditions aux limites sont
purement géométriques pour la face inférieure, ot les déplacements des points
doivent étre nuls, et purement statiques pour la face supérieure, ot les tensions
doivent satisfaire & certaines conditions, Il n’y a done pas de surface devant
satisfaire & des conditions mixtes. Remarquons qu’il n’en serait pas de méme,
si nous voulions étudier par exemple le cas d'une plaque rigide, de longueur
infinie et de largeur [, reposant sur le sol et subissant des tassements uniformes.
Ici, les déplacements verticaux ont la méme valeur pour tous les points de la
surface du sol en contact avec la plaque, tandis que dans le domaine extérieur
a cette surface, les tensions sont nulles.

Dans le cas qui nous intéresse, oli la charge est directement appliquée sur
le sol, il est avantageux d’utiliser une fonction de tension d Alr\ Qb(r 2),

e
c’est-a-dire satisfaisant & 1’équation différentielle 4 4P =0, ol 4= +§,
et d’écrire cette fonction sous la forme de l'intégrale de Fourier auwante:

®(x,2) = [ (A e + Bwzew +Ce @i+ Dwze ) el du, (42)



ou A, B, €', D sont des fonctions complexes de w, qui sont & déterminer & 1’aide
des conditions aux limites (la fonction @ (x,z) ainsi obtenue est toutefois réelle,
comme on peut le démontrer). On peut déduire successivement de cette fonc-
tion les valeurs des tensions o‘r=%iz§, ..., puis celles des déformations ¢, .. .,
et finalement, par la relation % =e¢,. le déplacement vertical w (2. z) des points
de la face supérieure, qui est:

J [C—A+(1-2v)(B+D)]eiv dw. (43)

-0

14+v
B

0(,2)]g =

Dans la face inférieure, c¢’est-a-dire pour z=H, les composantes du déplace-
ment d’un point quelconque suivant les directions x et z doivent étre nulles;
dans la face supérieure, on doit avoir:

_ [—=p, pour |x[<l/2 B
a:|:=—l] - : U_. pOUl’ |x| > 3/2 et T:rz!s=0 . 0'

On peut introduire alors pour la charge p, la transformée de Fourier:
12
1 G
Pw)==—|p)eteordy. (44)
27

—u2
Nous sommes ainsi conduits — aprés avoir exprimé toutes les conditions aux
limites par des intégrales de Fourier — & résoudre un systéme de quatre équa-

tions linéaires pour obtenir A, B. C, D. Si 'on substitue ces fonctions dans
(43) et si I'on introduit les grandeurs sans dimension:

T
§=§- et p=wH,

on obtient:

—dp. (45)

w(E) = 2(1_y2)f°° [(3—41*)81129—?9]1’(1)6“""‘5
. +2p%|p

(3—4v)ch2p+s+ B

On peut démontrer que le tassement w est une fonction réelle de &, si la charge
p est elle méme réelle. Supposons maintenant que cette charge ait la valeur

constante p,. Dans ce cas, la relation (44) devient P(-I‘:;-) = ?%fsin( —) En
introduisant cette derniére valeur dans (45) et en posant
(3—4 v) sh2p—2p l
c (3 4v) , 4 .
[{‘3 4v)ch2p+5 +7+2P2]P2

G(p) =
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— le parametre p a déja été introduit dans la premiére partie de ce travail,
chap. I. § 2, il caractérise la largeur du diagramme de charge — on obtient
finalement:

= [G(P)[Sinp(H+§)+Siﬂp(#—§)]dp- (47)

1]

2, (1—12) H
m K

w(f' P") ==

On pourrait évaluer cette intégrale numériquement, pour différentes valeurs
de p et &, mais il est préférable de ramener son calcul a celui d’intégrales plus
simples, permettant d’établir une formule explicite approchée pour déterminer
w (&, ). Remarquons que G (p). qui a le caractere d'un «facteur d’amortisse-

1-2» 1 g ; 1
ment», se comporte comme SO—wE 5° pour p tres petit, et comme e pour p
trés grand. Nous pouvons alors remplacer G (p) par:
1—-2» 1 .

S p’ pour 0<p=1,

7 32 1 11 v?

SN IR i S, r 15p<3, 48

(5= wop)ap sl alm) pow 3o, .

%, pour 3=p=w.

On peut vérifier numériquement que, pour 0=r=0,33, les erreurs que l'on
commet en remplacant @ (p) par les expressions (48) sont trés petites. Dans

A "facteur
d’amortissement”
10}
0,51 R .
d'aprés (46) {valeurs rigoureuses).
3 d'aprés (48) (valeurs approchées).
- P

o 1 2 3 4 5

Fig. 35. Valeurs du «facteur d’amortissement» en fonetion de p, pour »v=0,324.



la figure 35, nous comparons la courbe représentant les valeurs exactes G (p)
et la courbe donnée par les formules (48), pour la valeur »=0.324 du nombre
de Poisson, voisine de la limite supérieure du domaine d’application de ces
formules.

Si I'on introduit alors les expressions (48) dans (47), on est ramené a une
expression ol figurent les intégrales:

aT - ]
S J M0 G s [%’” t, (49)

U] &

dont on connait les valeurs en fonetion de @ (voir par ex. [26]). En posant
encore:

E_g(l )][513 (h+€)+Si3(u—8)]

1

4

[ ( )][008-3 (pté)—cos(utf) cos3(p—§)—cos(u—¢)
1—» pt+é p—£

— i uo+£) = 8i (u—8)] + 3 lsin3 (u-+6)-+5in 3 (e )
(e E) 0B (€)= (u—£) CL3 (u—£),

P(Ep) =

nous obtenons:

wgwa 200" o ), (51)

La courbe 11 de la figure 7 (Ch. II, § 1) représente la fonction w (¢) définie par
)O} et (51), caleulée pour p=0,5, v=0,324, en remplacant E/(1—»?) par E et
: par v= 0,48, puisque la courbe en question concerne un état de tension
bidimensionnel et un modéle d’Araldite B.
Calculons encore la dérivée seconde de la fonction w (€, 1), qui nous servira
au paragraphe suivant, ot nous établirons les valeurs des constantes «, et B,:

PFwEp) pu(l—vz)H{[g (1:,)2] [Si(ll{fg)f)+gi(i(f;)§}

o& = 2K
cos(u+5)—cos3(,u+§)+2 OOS(,LL—E)—GOS.%(,U,-—:Q]
{;u""f)s Ju,—-é-‘)a

B )

+2

(52)
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§ 2. Détermination théorique des constantes «, et f3,

Nous pourrions envisager de déterminer les constantes «, 8 & 'aide d’expé-
riences faites spécialement dans ce but. Il faudrait appliquer sur le sol con-
sidéré une charge connue p (), répartie sur une longueur ! (état de tension
bidimensionnel), et mesurer en deux points distinets, d’abscisses x, et a,, les
tassements et les courbures de la surface du sol déformé. Il suffirait alors
d’introduire successivement ces valeurs dans la relation (2), et des deux équa-
tions obtenues, nous pourrions tirer les valeurs des constantes cherchées.

Si les mesures des tassements se font relativement facilement & I’aide d’'un
comparateur de précision, celles des courbures sont par contre plus difficiles
a exéeuter et peu exactes.

(est pourquoi nous pensons préférable de trouver les valeurs des constantes
cherchées en supposant que 1’on ait préalablement déterminé celles du module
d’élasticité E, du nombre de Poisson v et de la profondeur H du sol, ce qui est
en général possible sans trop de difficultés. Nous obtiendrons alors les valeurs
des constantes « et B par intermédiaire de «,, 8,, que nous déterminerons
théoriquement, en fonction de p et v. Pour cela, nous nous appuyerons sur les
valeurs rigoureuses des tassements et des courbures de la surface du sol,
établies par la théorie de 1’élasticité dans le paragraphe précédent.

Dans ce but, supposons tout d’abord que p soit une fonction connue de .
Pour déterminer les valeurs des constantes «, et f8,. nous pourrions appliquer
la transformation de Fourier & la loi de seconde approximation (4)

M 2
p= j’ (%w_ﬁo%)f (63)
et comparer 1'équation ainsi obtenue a la relation (45), établie par la théorie
de I'élasticité. En appliquant la transformation de Fourier a (53), on obtient
la formule:

P(p) = W 1o (to+ Bop?). (54)

ot W désigne la transformée de w. D’ou, en inversant:

1 "P(p;H)efﬂE "
w = | Sl ST g 55
@O =g | S (55)
Développons en série le «facteur d’amortissement» qui figure sous le signe |
de (45). ¢’est-a-dire @ (p) p, G (p) étant donné par (46). En supposant provisoire-
ment que l'intégrale (55) dépende avant tout des petites valeurs (absolues)
de p, on peut poser:
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1
1—v v{l—4y) 2 4
T asn Taa=zeasy P TP

2(1-+2) G (p) p = (36)

La comparaison de (45) et (55) donnerait alors les valeurs suivantes pour o,
et 5,. compte tenu de (56):
B 1—v g i v(l—4v)
T T=2v) 1 +v)’ 0T 3122 (1+)

(57)

Mais, & la suite d’une étude plus détaillée, nous sommes arrivés a la con-
clusion que les valeurs de «, et B, ainsi obtenues seraient en général tres
inexactes, sauf dans le cas particulier ot p(z) est une fonction continue dans
le domaine — o <x < + 0, n’accusant que de faibles variations. Or dans ce
cas particulier, une loi de seconde approximation n’est pas nécessaire, le terme
Bw" étant négligeable. D’autre part, on obtiendrait pour v> 0,25, des valeurs
inadmissibles pour B, car cette derniére constante ne peut étre négative sans
étre en contradiction avec le raisonnement fait par H. Favre lors de 1'établisse-
ment de la loi [7].

Nous allons maintenant considérer le cas particulier ot la charge p ()
mesurée par unité de surface a une valeur constante p, dans le domaine fini /
(fig. 2). Nous pourrions déterminer «, et B, en nous appuyant, sans autre, sur les
formules (50), (51), (52), établies par la théorie de 1’élasticité, et sur la loi de se-
conde approximation (53). Mais les valeurs obtenues pour «, et 8, dépendraient
notablement de p et &, ¢’est-a-dire de la largeur I de la surface sur laquelle est
appliquée la charge et de1’abscisse du point considéré. Or, pour des raisons prati-
ques, il est indiqué d’examiner s’il n’est pas possible de choisir pour «, et 8, des
valeurs qui dépendent relativement peu de pet £. Aussi allons -nous exiger que, si

I'on introduit dans (53) les expressions (51), (52) de w et de Z¥ données par la

8&2
théorie de 1’élasticité, la valeur approchée de p ainsi obtenue soit autant que

possible égale & p, dans le domaine |¢| <pu, et égale & zéro dans le domaine
€|> p. La valeur (52) de ° —g ¥ accusant une singularité pour £=p, ce point sera
exclu de nos considérations. Nous admettrons done que la formule (53) est
une approximation non uniforme.

Nous préférons choisir cette méthode de détermination de «,, f,, ot I'on
compare les charges, plutot que celle consistant & comparer les tassements w,
car lors des applications de la loi de seconde approximation a la détermination
de la flexion d’une barre, la réaction du sol p est liée & la dérivée quatrieme
de w, qui est beaucoup plus sensible aux erreurs de w que les dérivées d’ordre
inférieur.

Pour exposer la méthode que nous allons utiliser, remarquons tout d’abord
que les expressions (51) et (52) peuvent étre considérées, compte tenu de (50),
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comme des fonctions de (u+£€) et (u—§&). En substituant ces expressions dans
(53), p apparait alors, a cause de la symétrie, sous la forme d’'une fonetion

paire de £: )
p=polf(u+E+f (=8, (58)

ou f (i) désigne la fonetion impaire:

e R et
|

+§sin3z}:—44}0i3¢}+12_ {[ (I—v 2] [""’mlﬁ dCOSi}!;scos:hp]

Tl

Choisissons maintenant une limite supérieure e€> 0 pour 'erreur relative

de la charge répartie p, ¢’est-a-dire exigeons que ?')-— l‘ <e, dans le domaine

|€] <p. et |p/po| <e. pour |£|> p. avee la restriction suivante: nous ne posons
aucune condition pour les deux intervalles, de largeur 2 . (que nous choisirons
plus loin), dont les milieux respectifs sont les points singuliers £ = + p (fig. 36).
On doit done, en définitive, satisfaire aux conditions:

'f’ =+ +i——1]<e, si|¢]sp—p,
GI (60)
!pﬁi =|f(u+&+[(n—8)<e, si ptp <|é|<0.
Pol
Pour les arguments de la fonetion f figurant dans (60), cela revient a poser:
s {5 o

S RECRAREE erd
5 [ | Tl k
Tl I
| [ | o8| Al | KR
(1] [ | || !I “_?“‘=-.H1“ﬂ E=xy
' O e - =58
-01 0] of o3 1 A& o7 09

| o S --:4 I

e —hH g CRl

]
Lrrrisey,

Fig. 36. (La signification des courbes I. II, IIT sera précisée & la fin du paragraphe 2.)
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11 est évidemment possible qu’on n’obtienne aucune valeur admissible pour
o, et B, si, aprés avoir admis une valeur déterminée de e. on choisit p_ trop
petit. Mais comme nous avons intérét a ce que la loi de seconde approximation
soit applicable dans un domaine aussi grand que possible, nous chercherons le
minimum de cette limite p, pour lequel on obtient encore des constantes o,
By telles que les inégalités (60) soient satisfaites dans les domaines indiqués.
Si p<p,, ¢'est-a-dire, si la largeur I=2p H est plus petite que la largeur
critique I =2p_H, les deux intervalles 2y, ont une partie commune et il n’y
a aucun point situé sous la charge ou 'approximation est admissible, Par
contre si u> p,, ¢’est-a-dire si I>1_, il existe un domaine situé sous la charge
pour lequel 'approximation est valable. Revenons maintenant au probléme
que pose la détermination de la valeur minimum de p_. Dans ce but, cherchons
a remplacer les deux inégalités (60) par une seule, olt ne figure que u. a I’exclu-
sion de £ La premiére des indgalités (60) est néeessairement aussi valable &
Porigine £ =0, si p=pu,. On a done:
|f () — 3| <e/2. (62)
Inversement, la condition (62) est suffisante powr que les deux inégalités (60)
soient satisfaites, st p, < p < oo. En effet, remplacons, dans (62) d’abord p par
(n+E&), puis par (p—§), ou |€|<pu. Remplagons encore, toujours dans (62),

p d’abord par (u+ |€]), puis par (|¢|—pu), ott [¢|> p, et remarquons enfin que f
est une fonction impaire. On obtient ainsi:

[f (e +8) -3 <e/2, |

Fla—8)—d|<ef2, | S 1EISu—re (63)
[f(n+1€])—3]<e/2,] . ) _.
|f(#—|§[}+%|<ej2,} si ptp s|é[S0o. (64)

En appliquant la propriété connue |¢c|+ |d|= |c+d|, valable pour des nom-
bres quelconques ¢ et d, on déduit de (63) la premiére des inégalités (60); et de
(64), la seconde de ces inégalités. La condition (62) — o ne figure plus ¢ —
peut donc remplacer les deux inégalités (60).

Pour obtenir «, et B,, nous procéderons par taitonnement. Dans ce but,
considérons deux valeurs finies u,, p, de p, choisies d’abord arbitrairement
(11 < po) et égalons & p, les valeurs de p correspondantes, au point £ =0, ce qui
donne, d’aprés (53):

: 2w (0,p,)  poH
oo (0. 1) — By g2 ” = OE ?

*w {0: Ppo
agw (0, pa) —Bo ngpﬂ = }E_ :

Ces deux équations déterminent o, et f,. compte tenu de (50), (51), (52).
L’approximation ainsi obtenu sera évidemment d’autant plus grande que



sera plus voisin de p,; ou de p,. Mais nous pouvons trouver par tatonnement les
valeurs des constantes «,, B, qui donnent une approximation acceptable dans
le plus grand domaine possible de p. Géométriquement, cela revient & chercher
le plus grand domaine des abscisses p d'une courbe p/p,=2 f (r). oscillant entre
les deux droites p/p,=1+€ et p/p,=1—e. En vertu de (62) et du fait que p,
est la limite inférieure de ce domaine, puisque p=p,, on peut ainsi déterminer
He-

La courbe I de la figure 37 donne un exemple de cette détermination. Elle
correspond & v=0,324, p, =0,37, u,=1,05 et e=0,06. On voit que p, est égal
a 0.1 environ. Les valeurs correspondantes des constantes, données par les
équations (65), sont: «,=1,409, B,=0.,05441). 8i nous cherchons par la méme
méthode la valeur de la constante &, de la loi de premiére approximation
(Winkler) et la valeur correspondante de y_. nous obtenons /' =04 et ky = 1,495
(courbe ITI). Nous avons bien «p+k,. On remarquera qu’on peut appliquer
la loi de seconde approximation a des surfaces de charge beaucoup plus petites
que lorsqu’on utilise la loi de Winkler, puisque p, < plV.

Nous pouvons & présent revenir a la représentation de p/p, en fonction de
la variable £ =x/H. pour des valeurs déterminées de p. Par exemple, dans la
figure 36, ol p=0,5, nous avons obtenu la courbe I en introduisant dans la

A Prp

2,0

Py = 2f(u)
15
“He=01
~ z=0,15 I
R L ¢ S (D S \ e
1.0} z_ ) S— ';'.,_..-..— T T
i ¥ = =

05 / T

H=l/2H
o ar a5 10 :

Fig. 37. (Les valeurs de p sont ici celles relatives au point £=0, ¢’est-d-dire & ’origine.)

1) Ce caleul répété pour différentes valeurs de v permet de dessiner les courbes Et, déf.
des figures 3a, 3b et 4.
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formule db seconde approximation (4) les valeurs de «,, B, trouvées et celles

de w, 1§2 , 6établies par la théorie de 1'élasticité. Nous avons procédé de méme

en appliquant la loi de premiére approximation (courbe IIT). La courbe IT est
la fonetion p/p, (€) déterminée en appliquant la loi de seconde approximation,

d2w £ 1.1 s . .
les valeurs de w et - & Gtant déduites d’un essai sur modéle.

§ 3. Cas particulier oti la surface de charge est un rectangle trés étroit

Nous avons vu au paragraphe précédent que dans le cas ot p<p,, c’est-a-
dire lorsque la largeur [ de la surface de charge est plus petite que la valeur
critique 1_, la loi de seconde approximation (2) n’est plus utilisable dans le
domaine situé sous la charge et aux environs de celle-ci. Examinons cependant
ce cas qui peut intervenir, par exemple, lorsqu’on étudie la flexion d’une barre
étroite reposant sur le sol. Supposons done que la largeur de la surface de
charge soit petite, sans étre toutefois trés petite, par rapport & 1'épaisseur H.
Essayons alors de déplacer le domaine précisé par (61) vers l'origine et intro-
duisons, en plus d’'une limite inférieure p?, une limite supérieure pl. Les
nouvelles valeurs des constantes «, et B, sont alors a déterminer de facon que
les inégalités (60) soient satisfaites dans le domaine

“P“—i-f[ 0 36
i) o

ou p¥ < p?. Si la largeur [ considérée est entre les deux limites 1, 12, c¢’est-a-
dire si p¥ <p<p?, on peut démontrer que les conditions (66) peuvent étre
mises sous la forme:

,., ,_
HA

u
ptpe S €] S pe-ps (66)
€] = o —pd.

Il y aura done & exclure, en plus des domaines comprenant les disconti-
nuités de la charge. deux domaines relativement éloignés de cette derniere, et
allant jusqu’a linfini. Si la largeur [ est d’'une part, nettement plus grande
que ¥ et d’autre part, nettement plus petite que 2, les domaines a exclure
comprenant les discontinuités de la charge sont petits et ceux allant jusqu’a
I'infini seront treés éloignés du domaine qui nous intéresse. Ceci suppose que les
deux limites 1, 12 soient trés différentes I'une de I'autre. Des calculs numé-
riques nous ont montré que les valeurs de ces limites sont d’autant plus voi-
sines qu’elles sont plus petites: de ce fait la largeur de la surface de charge ne
peut pas étre choisie trés petite.
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CHAPITRE VIII

Etats bidimensionnels. Plaque rigide chargée, reposant sur le sol.
Détermination du facteur «

§ 1. Charges concentrées admissibles

Lorsque nous avons examiné a quelles conditions aux limites doit satisfaire
une barre reposant sur le sol, soit dans le cas d’un état de tension bidimen-
sionnel (fig. 10). soit dans celui d’un état de déformation bidimensionnel (fig.
14). nous avons reconnu qu’aux points x= +1/2 la dérivée premiére de la
fonction w (x) est discontinue. Ces discontinuités entrainent, dans le cadre
de la loi de seconde approximation, I'existence de forces concentrées, comme
nous I'avons établi au chapitre 11, § 2.

Ces forees concentrées, qui sont directement appliquées sur le sol, ne seraient
pas compatibles avee la théorie, si elles agissaient seules, car on aurait alors
<= p.. Elles peuvent étre cependant tolérées, car elles interviennent en méme
temps qu'une charge répartie et sont petites par rapport a la charge totale.

Comme au chapitre précédent, nous considérons un état de déformation
bidimensionnel. Ces forces sont alors concentrées sur deux lignes paralléles
a la direction y, d’abscisses @ = +1/2 et sont mesurées par unité de longueur.
Nous pouvons considérer une telle force K comme étant une charge uniforme

ko= K I, répartie sur une bande de largeur [ trés petite. Si nous faisons tendre

< . 1 .
cette largeur [, ¢’est-d-dire le rapport =5 Vvers zéro, nous obtenons, en

utilisant (58), et en désignant par k la limite vers laquelle tend la charge
provenant de la force concentrée:

T K. i) —f(E—q
k= lim ko[f (@ +€)+f (i~ £)] = 77 lim f(§+#}__f(§ 2
o o a (67)
E=op ()
CH ?

ot ¢ désigne maintenant 1’'abscisse (divisée par H) d’un point, évaluée a partir
du milieu de la bande infiniment mince sur laquelle agit la force concentrée.

Cette derniére force pouvant étre regardée comme une charge trés petite
quel que soit €. a I'exception du point é¢=0 ol elle est trés grande, [’approxi-
mation (67) représente donc une «pointe de charge» trés étroite et trés accen-
tuée, d’abscisse £=0.

D’ une fagon analogue a ce que nous avons fait lors de la détermination des
constantes «, et B,, nous choisissons une limite supérieure é> 0, pour l'erreur
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de 2 (£), ¢’est-a-dire que nous imposons a la dérivée f' (£) la condition:

1" (6)| <&/2, (68)
dans le domaine: pe S €| S 0, (69)
p- désignant la distance séparant 1’origine du point ot k est égal & E . On

comprendra mieux la raison d’étre du choix de € en examinant le cas 011 deux
forces concentrées interviennent en méme temps qu’une charge répartie.

Nous supposerons done que le sol soit sollicité 1° par une charge p, (supposée
constante pour simplifier), appliquée sur une surface rectangulaire infiniment
longue dans la direction y, et limitée par les droites x= +1/2, 2° par deux
charges concentrées K agissant sur le sol le long des deux droites en question.
Supposons que les tassements w (x) aient été calculés par la théorie de 1'élas-
ticité et déterminons & 1’aide de la loi de seconde approximation, la répartition
de la charge p correspondant & ces tassements. D’aprés (58) et (67), on a:

P = Dolf (1 +E)+f (k= 8N+ 2 [f (4 O+ (u—E)], (70)

¢ désignant de nouveau 1’abscisse (divisée par H) évaluée a partir du milieu
de la surface de largeur {. Pour la premiére parenthése de (70), les inégalités
(60) sont naturellement toujours valables dans le domaine (61), alors que la
seconde parenthese satisfait a 1'inégalité:

{=p—pe
+&)+ 3 {' ¢ 71
[Fp+&)+ (k—-8]< 2+ (71)
que 'on établit en partant des inégalités, déduites de (68):
[/ (n+€)][<€/2,
|f (= &)| <&/2;
nous appliquons ici la méme méthode que celle utilisée pour retrouver les con-

ditions (60) en partant de (63) et (64).
On a finalement:

(72)

a) pour [£|<p—max (i, pue):

Dot < et 041 = =1 [ 47 (=] <evet, (13)
b) pour |¢|=p+max (p,. pe):
Lt 0+ =04 (et O+ w8 <eri (1)

Nous arrivons ainsi & la conclusion suivante: si € et € sont choisis de telle

facon que, d™une part p,, p; et d’autre part e, € pfi’l , soient du méme ordre de



grandeur, I'erreur que 1’on commet en appliquant la loi de seconde approxi-
mation sera sensiblement la méme qu’il y ait ou non des forces concentrées K.

Comme la dérivée premiére de f(un) varie plus rapidement que la fonetion
elle-méme, é devra étre en général choisi nettement supérieur a e. Dans le cas
de la barre rigide traité au chapitre IT, § 2, olt u=0,5, les forces concentrées

étaient égales & K =0,12p,H. Choisissons par exemple & =e=0,06, on

K
; o H
aura done ici [;po-— 1| <2e¢, et, d’autre part €é=0.5. En tracant la tangente f.
de coefficient angulaire —0,5, & la courbe 2f(n) de la figure 37. on obtient
pour p; la valeur 0,15. Comme pu =0.1, le facteur x introduit au chapitre I.
§ 2, est ici égal a: 1.5.

§ 2. Etat de déformation bidimensionnel. Plaque rigide. Détermination
du facteur «

Il nous a paru indiqué de chercher a calculer les tassements par la théorie
de I’élasticité, dans le cas particulier d'une plague rigide chargée, reposant sur
le sol. Les résultats de ces calculs, joints & ceux donnés par des essais sur
modele, nous ont en effet permis de faire les remarques énoncées au chapitre I1.
§ 2, qui ont conduit & admettre ’existence de décrochements aux bords de la
plaque. De plus, I'étude par la théorie de 1'élasticité nous a permis de déter-
miner le facteur « qui caractérise ces décrochements.

Considérons la plaque rigide reposant sur le sol, esquissée dans la figure 38.
Soit P = const., une charge concentrée le long de 1’axe », mesurée par unité de
longueur.

Comme nous ’'avons déja relevé dans I'introduction de ce travail, la déter-
mination rigoureuse des tassements w (x) par la théorie de I’élasticité est rela-
tivement compliquée. Mais, pour des raisons évidentes, w est ici constant dans

Fig. 38.




le domaine 0= |z|<1/2. Proposons-nous alors d’obtenir les valeurs de w ()
par le calcul approché suivant: Remplagons I’action de la plaque sur le sol
par n charges uniformément réparties p; agissant sur des rectangles de largeur

ki n
l;, symétriques deux & deux et tels que > p;l;=P, avec > l;=I. Chacune de
i=1 i=
ces charges engendre des t-asscmellts w(w,l;), ou w(é, p,), si 'on introduit les
v . a l;
grandeurs sans dimension ¢ = i €Y ti=577 - Ces tassements sont donnés par la
formule (51). Il s’agit de choisir les charges p; et les largeurs /;, de facon que
les tassements résultants w(£) aient une valeur constante pour 0= [é[=p
valeur que nous désignerons par w,.
Nous pourrions procéder comme suit: choisir arbitrairement les valeurs 1,
puis déterminer les charges correspondantes p,;, en exprimant qu’au milieu
des domaines [;, les tassements résultants doivent tous avoir la méme valeur

n
w,; ces n conditions, jointes & 1’équation 2 p;l;= P, permettraient de déter-
fe=]

miner les n charges cherchées et le Gaisermerh wy. Mais nous remarquerions
rapidement — des calculs sommaires nous ’'ont montré — que, par ce procédé,
la. courbe réelle des tassements ainsi obtenue accuserait des oscillations pro-
noneées entre les n points qui la définissent. Aussi avons-nous choisi les quan-
tités p; et [, par titonnement, en faisant varier aussi bien [; que p;, de fagon a
réduire au minimum les variations de w (£) dans le domanm 0= |¢| = p. Dans la
figure 39, nous indiquons la répartition des charges p; a laquelle nous a con-

duit ce tAtonnement, dans le cas ol ;L:% =0.,5 et pour n=10.

B K iam

31 31
T F/2uH
19 | 19
|
13 | 13
094 094,
076 076
- o x
-05H ' 0 omm 05H :
L il | i & Fig. 39.
2 o 2 -

La courbe II de la figure 12 (chap. 11, § 2) a été obtenue en calculant les
tassements résultants basés sur cette répartition.

Ayant ainsi déterminé w, par la théorie de 1’élasticité, nous pouvons en
déduire la valeur qu’il faut donner au facteur « défini au chapitre 11, § 2, pour
obtenir, par la loi de seconde approximation, la méme valeur de w,. Dans ce
but, remarquons tout d’abord que la condition d’équilibre de la plaque a

73



laquelle nous avons ici affaire est:
P—2K—pl=0, (75)

ot p=ow,y, w" étant nul pour 0= |z <l/2. D’autre part, les forces K sont
données par les formules (18) établies dans la premiére partie:

KA:'}’IBQ(]/%WA—W:«;) et KB='}’B‘5(]/%WB+”}E;),

. 1 . <1 . .
ou -y:——V_B- et e=1, puisque nous considérons maintenant un état de
l+exle

déformation bidimensionnel. Comme dans le cas considéré, «' est nul pour
0= |z|<l/2 et wy=wr=1w,, ON &
1

. o
K,=Kp=K-= .]._+K]joc_18!8V%uo. (76)

En substituant (76) dans (75), et en introduisant encore les grandeurs sans

dimension ay=;« et By=7; B, on obtient une équation d’ol I'on tire:

7
.
PR ¥ N i/ (77)
E 1 Wo l,"c{ ﬁ
s—hoapy 0P

Dans cette formule, «, et B, sont constants, si u=>p.. Par contre, w, dépend
de p. Aussi avons-nous étudié la variation de « en fonetion de p. Dans ce but,
nous avons déterminé, pour différentes valeurs de ce rapport, les tassements

w B . — - P — .
P’;r‘ par la théorie de 1’élasticité, en utilisant le procédé déerit ci-dessus. En
l|l =

introduisant ces valeurs dans (77), nous en avons déduit les valeurs corres-
pondantes de «. Dans la figure 40, nous donnons la courbe représentant « en
fonction de p.

(Pest sur la base de cette étude numérique et en remarquant que « n’est
qu’un facteur correcteur que nous avons estimé indiqué de lui donner la valeur

constante

Fig. 40. Valeurs du facteur « en fonetion de p.



1 1
=— 0l k== 78
T e (78)
suivant que l'on considére un état de déformation bidimensionnel ou de ten-
sion bidimensionnel, e étant alors 1'épaisseur de la plaque figurant le sol
(voir (19) et Fig. 10).

CHAPITRE IX

Etats tridimensionnels. Détermination des constantes o et S

§ 1. Détermination de o et 85

Dans la premiére partie de notre exposé, nous nous sommes contentés de
mentionner (chap. I1I, § 1,b)) les formules (24) permettant de calculer, en
fonction de o, By, vy et py,. les constantes of et BF relatives & un état tri-
dimensionnel. Nous voulons maintenant établir ces relations en nous basant
sur la forme générale (3) de la loi de seconde approximation. Rappelons d’abord
exactement de quel état tridimensionnel il s’agit ici et la forme que prend la
loi en question.

Soit une charge appliquée sur la face supérieure d'une couche indéfinie
horizontale, d’épaisseur H, et répartie sur un rectangle de largeur ¢, et de
longueur I beaucoup plus grande que ¢,, et parallele & la direction z. Les points
de la face inférieure sont supposés fixes (fig. 16). Dans le domaine du rectangle
de charge, w ne dépend que de x et nous écrivons la loi de seconde approxi-
mation sous la forme (22), olt w désigne les tassements w (), et ot E=x/H :

T
2o 6) =T (od 0= B ). (19)
() désignant la charge mesurée par unité de longuewr. Pour déterminer les
constantes of. BF, qui dépendent évidemment des déformations des parties
non chargées du sol voisines du rectangle e,7, nous reprenons I’'exemple des
briques chargées et posées cote a cote, cité au chapitre I1I et esquissé dans la
figure 16. Supposons pour le moment (nous reviendrons § 3 sur ce point) que

les dimensions du rectangle de charge soient telles que les rapports ,u:%

€ .
et w,=5 I"{ sont tous deux plus grands que .. Sur chacune des briques, la
réaction du sol engendre dune part une charge répartie p et d’autre part, a
cause des discontinuités de la tangente dans la direction y aux points y = +¢,/2,
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deux forces concentrées K, , mesurées par unité de longueur dans la direction ,

dont la valeur est donnée par la formule (14'). Dans notre cas, ol ri”' e 0,
Y ly=ley/2-0
cette valeur, mesurée par unité de longueur. se réduit a
= av :
Ky =—p— ; (80)
ay lyy=ep/2

ou, pour éviter tout malentendu, nous désignons par » (2, y) les tassements de
la surface du sol en dehors du domaine du rectangle de charge. La condition
d’équilibre des briques donne, pour la charge p,:

Py =P =pe+2K,. (s1)

D’autre part, nous pouvons exprimer la charge p en fonetion des tassements .
a 1'aide de la formule générale (3) qui s’éerit ici:

2w 02w

N 2.
——) = ocw—ﬁc—:;;;, (82)

a oy

p = oc?.f.r—ﬁ(

car w ne dépend que de x, chacune des briques étant considérée comme in-

déformable. En introduisant les valeurs (80) et (82) de K, et p dans la relation
(81), on en tire:

ap > i ] E 'E}I

})b:ote,_,w-—ﬁ(sbw ‘—23,!?' ;

CYly=en2

(83)

Nous obtenons pour w () une équation différentielle ordinaire, dans laquelle
intervient la pente, suivant la direction y, de la partie du sol située dans le
domaine extérieur au rectangle de charge. Pour déterminer le dernier terme
de (83), intégrons d’abord 1’équation différentielle

FER ,
xv—BAv =0, Aeit oy (84)

a laquelle doivent satisfaire les tassements v (v,y) & extérieur du domaine
chargé. Pour cela, appliquons a cette équation la transformation de Fourier:

L[ o
Viw,y) = o f?} (x,y)e i@ du, (85)
T
et I’équation (84) devient:
62 [,’ 2 T
ﬁ-af??—(oc—l-ﬁw)V:U. (86)
Comme V‘;;=v: est nul, la solution de (86) est:
[ o[-
V(w,y) = I-"|y=,;,b_.2\e‘(afg ' [2 ”). (87)



D’autre part, la relation (16) entre le décrochement et la force concentrée
nous donne 1’équation:

(W —=V)|yeye = € Ky s (88)

ot W est la transformée de Fourier du tassement w et K,, celle de la force
concentrée K,. En vertu de (80) et (87), on a:

R, =-p2Y —1-fa_ﬁ]/ 1+§ww|y=eﬁ..2. (89)

oy tIi" =ep/2

En tirant V|,_,, de cette formule et en substituant dans la relation (88),
nous obtenons:

R ?‘foc_ﬁ]/l e
K, = — (90)
1+x}’rocﬁ]/l +£w2

et si P, (w) est la transformée de Fourier de la charge p,. la condition d’équi-
libre (81), ou (83), s’écrit:

B (w) = [(m+ﬁw2)eb+2 V“ﬁ]/l“'"_i_-] W (w). (91)
l+x]-oc]3}/l+;w2

Introduisons les grandeurs sans dimension et résolvons par rapport & W. En
remarquant que l'on a approximativement k=1 d’aprés (78), on obtient:

- (92)
2%E[(1+E0P2)#b+ ]/%]/1_4_»9;:2 ]

o ,* B
9 1+}”aﬂﬁo —f—-fp
ou P ——wH, comime précédemment.

Revenons maintenant & la forme (79) de la loi de seconde approximation et
essayons, en procédant comme nous 'avions fait pour «, et B;, au début du
§ 2, chapitre VII, d’obtenir «F et BF en comparant w (z) & la solution ci-dessus.
Dans ce but, appliquons la transformation de Fourier & la relation (79), qui
peut alors s’écrire:

W=— Py T (93)
9 E’(l +;;p2)
Pour pouvoir comparer les expressions (93) et (92) de W, développons en

série ]/1+ Fo p?, en limitant le développement & ses deux premiers termes.

o g 4 i , i
Cette série converge pour p < 18—°g5,1, ¢’est-a-dire qu’il n’est plus nécessaire
o
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que p soit trés petit, comme ce fut le cas au chapitre VII. On obtient alors
pour le dénominateur de (92):

By 1
E%E[(I-%-&pz)pb"l- ﬁq—— — (1+- Bop) . 2—].
g % 14 Vo By % [y 1P Ber®

2V 20 14-Vay By

Développons encore en série le dernier facteur du second terme de la paren-

these [...], et remplacons > par y,. conformément a (20). On obtient

% Po
finalement, pour le dénominateur en question:

Zat,E[(l Bo )# +7”V ( ”Ejﬂpi)(l_;'yuyfz;ﬁopa)],

et la formule (92) devient, aprés v avoir substitué cette derniére expression:

W = = Ly . (94)
Yoy Po 4 - Yoy Foy 2
..‘u,,}oz,,F l+ ]/ (I+2 e ’xn)P]
En comparant (93) et (94), on obtient enfin les valeurs des constantes cherchées:
Y01/ Ba) ( Bn) :
=g (14+22) 50 et = Bo|1+: (95)
i ( Py T %o B = o )V“b V

Ces valeurs sont précisément celles données par les formules (24).

Comme nous I'avons déja remarqué. nous avons renoncé a faire en labora-
toire des essais sur modele dans le cas d'un état tridimensionnel, pour vérifier
la loi de seconde approximation (22) ou (79), le coefficient de Poisson v des
résines entrant en ligne de compte étant voisin de 0.5. ce qui rendrait illusoire
les résultats obtenus. Nous nous proposons par contre. dans le paragraphe
suivant. de calculer les valeurs des tassements w par la théorie de 1'élasticité.
dans le cas particulier des briques chargées et posées cote a cote,

§ 2. Etat tridimensionnel. Détermination des tassements par la théorie de I'élasticité

Considérons toujours une couche indéfinie d’épaisseur H. limitée par deux
plans horizontaux. et dont les points de la face inférieure sont fixes. Supposons
tout d’abord que sur la face supérieure une charge verticale p, soit wniformé-
ment répartie sur un rectangle de longueur / et de largeur ¢, et choisissons le
systéme d’axes indiqué dans la figure 16. Nous emploierons une méthode
analogue a celle utilisée par Biot [25]. dans le cas d’un état bidimensionnel.
Désignons par w,. w,. w, les composantes du déplacement d'un point quel-
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conque (x,y.z), suivant les directions x,y,z, et cherchons & exprimer ces
composantes par des intégrales de Fourier, en utilisant ici les fonctions trigono-
métriques a la place d’exponentielles, car nous devons opérer avee des fonctions
paires et impaires (voir [17], p. 68). Posons dans ce but:

@ o
w, = [dw,[ (4,2 + B,ze**+(, e~**+ D, ze %) sin (w, ) cos (w, ¥) dw, ,
0 0

w, = [do,[(4,e**+ B,ze**4+C @3+ D, ze %) sin (w, y) cos (w,2) dw, ,
0 0 (96)
o £ :
w, = [dow, | (A,e**+ B.ze®* +C e~ + D_ze %) cos (w, x) cos (w,y)dw,
[
ol w = }/wui-i-mﬁ
Les douze fonctions 4, ..., D, de w,,w, introduites ici, ne sont pas indé-

pendantes. En effet, remarquons que les trois équations générales de 1’équilibre
élastique doivent étre satisfaites, c’est-a-dire que les expressions (96) de
w,,w,,w, doivent satisfaire au systeme:

1 a6

dw, +1—2vcr,=0’
Au',+ﬁ:—;=0, (97)
éf
Awﬁl—lsz: g
ou 4= 88;2_}-3%4-?%' ot 9= +%‘?‘+:i;.

Nous obtenons ainsi les six relations:

(41} w (i3] o
B,~2tp, D!‘,:w—:’Dx, B,~-2B, D,=2D,

‘ & wm
3—-4v
-2y 2% +4,0,+4,0) =0, (98)
3—4v w.
mbxwrl——i}h} {C.'c w$+0y wy.l_c'z w) =D
Pour déterminer A4,,...,D,, nous pouvons ajouter au systéme (98) les six

équations que 1’on obtient en utilisant les conditions aux limites, qui sont les
suivantes:

. [—py a l'int. du rect. ¢,1, —0
“ 7| 0 alext.du rect. e,l, ’ I
=4 pour z = 0; =0, pour z = H. (99)
R w, =0, |
Ty =0,
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Les expressions (96) sont donc suffisamment générales, pour que toutes les
conditions nécessaires puissent étre satisfaites.
Remplagons de nouveau la charge p, par la transformée de Fourier:

yz  en2
|
P(w,, »,) = - dx ’.‘pu cos (w,. x) cos (w, y) dy
-2 ~e? (100)

4 A e
= }'90 ———sin (w, 5] sin (w, ).
2 w,w, & e

Compte tenu des six relations (98). et en appliquant la transformation de
Fourier aux six conditions (99), on détermine ensuite facilement les douze
fonctions cherchées. Nous obtenons finalement, aprés avoir introduit les
grandeurs sans dimension,

X 1
é::_h?’ n=é! P=wH= P.rzwzHr Pj,;:wa:
Wyleng = 0 =
& i (101)
2(1—v2)H .d FlB— 4")5}1)P_~P]P(H“ ;;)cos(PmE)COb(Pvﬂ)d
- B IJ (3— 4.«) 5 Py
8 g [{3 4v)0112p+ + +2p]p

Nous retrouvons sous le second signe [, un quotient analogue & (46), mais ont
p=Yw? w2 H.,

En introduisant la valeur (100) de P(hf ;’;) dans (101) on obtient, en

posant comme précédemment p =

5 °Y M=3g

_2pp (12 )H ’ &l
Bt PJ' Py

0 (102)
[sinp,, (u+ &) +sinp, (n—&)] [sinp,, (p, +n) +sinp, (1, — 1)1 dpy »

ol (7 (p) désigne la fonetion définie par (46).

Nous pourrions caleuler cette intégrale numériquement pour différentes
valeurs de &, %, p. p, . mais comme dans le cas d’'un état bidimensionnel, nous
préférons établir une formule explicite approchée, pour déterminer w (€, 1, p. ).
Cherchons, comme précédemment, a exprimer le «facteur d’amortissement»

Gp )P—I-p—, a 1'aide de fonctmns élémentaires approchées, telles que I'intégrale
£ Ey

puisse étre facilement calculée. Le «facteur d’amortissement» est fonetion des
deux variables p,.. p,. D’une fagon analogue & ce que nous avons fait au chapitre
VII, nous divisons les domaines des arguments p,.p, en intervalles, ce qui

S0



revient & diviser le plan p,,p, en éléments de surface rectangulaires. De plus,
introduisons les quantités, qui figurent aussi dans (48):

g i 1—2v 0—17 32 (__]1 2 )
T72(1—=v)2” 2T 4\3 (1-»2)7 P 4\3 (1-»2)’
notons que ¢; =c¢,—¢4 et 3¢, —9¢y,=1.
Nous pouvons remplacer le «facteur d’amortissements par les fonctions

définies dans le tableau suivant, qui précise également les domaines respectifs
de validité:

Py |
1 1 [cy I 1
i ept \o, 2 o i
Py P €y Py \Px C1 PL Py
3
1 (62 ) 1 (02 )(02 ) 1 (02 )
ol s S _ —el e &,
Pz \Py i €1 \Py y P 1 ¢1p2 \py . (103)
. . B
&y 1 fe . 1
s E_q, :
PPy Py \Pzx P Py
L |
0 1 3 Pa

On peut en effet, vérifier numériquement que, dans les domaines indiqués,
et pour 0 =» < 0,33, les valeurs de ces fonctions différent peu de celles de 1’ex-

pression (' (p)—"—. Dans les figures 41 et 42, nous comparons ces valeurs le
Pz Py

long des droites: p,=1, p,=3 et p,=p,, dans le cas ot v=0,324.
Or dans celui d’un état bidimensionnel nous avions remplacé successive-
ment G (p) par:

o 2o 3

pour 0<p=1, 1=p=3, 3=<p=oc0. Remarquons alors que dans le cas traité ici,
ol nous avons affaire aux mémes domaines pour p, et p, que précédemment

pour p, les expressions (103) qui remplacent la fonction ¢ (p)ﬁ peuvent
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"facteur
d'amortissement”
10+
7 valeurs rigoureuses
051
R
]

Fig. 41. Valeurs du «facteur d’amortissement» le long des deux droites py,=1, py=3
pour »= 0,324,

" facteur
d'amortissement "
10+
a3 _ valeurs rigoureuses
_ valeurs approchées
| p
0 vz 207 3z “Z

Fig. 42. Valeurs du «facteur d’amortissement» le long de la droite py= p, pour v=0,324.
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s’écrire sous la forme symbolique d'un «produit généraly:

Lie i6s 5 SlG & o L
3 03, ) ] c:}: a"
€1 Pz Pz Pz) \Py Py Py

En sappuyant sur les formules établies dans le cas d’un état bidimensionnel,
on obtient finalement:

2p,(1—12)H 1
w (€, m, s py) = - PO(E; ) a@(f,#)q}(mm), (104)

ot ¢ (€.pn) est la fonction (50), et olt @ (7, ;) désigne la méme fonction, mais
olt 'on remplace les variables &, p respectivement par n, w,. Lapproximation
(103) du «facteur d’amortissement» entraine donc la séparation des variables
£ et .

Nous avons ainsi obtenu sous une forme explicite, en nous appuyant sur la
théorie de I'élasticité et pour un état tridimensionnel, les valeurs des tasse-
ments dus & une charge uniformément répartie sur un rectangle.

Nous allons maintenant déterminer les tassements dans le cas particulier
des briques chargées, posées cote a cote. Il s’agit done d’une charge p, (x)
répartie sur un rectangle, de facon que w ne dépende que de & dans le domaine
de ce rectangle. Suivant la direction 7, nous imaginons avoir affaire & une
plaque rigide, dont nous remplagons l’action sur le sol. comme nous 1’avons
fait au chapitre VIII, § 2, par différentes charges p,; réparties sur des largeurs
ey:> telles que w (y) = const., pour 0 = |y| = ¢,/2. Nous utiliserons done exactement
le méme procédé que dans le cas d’un état de déformation bidimensionnel
étudié dans le paragraphe cité.

Limitons-nous au cas ol p, (x) = p,, = const. et choisissons pour les rapports
2—“9131],—:0,15. Cherchons tout d’abord les
charges réparties p; et les largeurs ¢;; telles que w (y) soit constant. En opérant
de nouveau par tatonnement, nous obtenons la répartition indiquée dans la
figure 43. En vertu de (104), les coefficients par lesquels il faut multiplier p,
pour obtenir les charges p; sont indépendantes de ¢.

Pour avoir ensuite les tassements w (£, 0., p,,), nous superposons les tasse-
ments engendrés par ces différentes charges, donnés par la formule (104),

poet u, les valeurs ,u,=£=0,6 et pp=

e W
12,69 17 ) I
2r |
mo=2,69pg, pa=0,97pg. |
fla = 0,70 Pos Pa= 0.65 Po- A 7‘_0:?6__. 1 __)_8;5. S |
T I‘i Fig. 43
| | | | 11 1. 9.
I -l.is-=||'- ‘ |H::| ‘|I| | ¥
- Q154 0 Q1K O15H
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c¢’est-a-dire que nous posons (en remplagant ici, pour simplifier, la surface
réelle de charge par le plus grand des rectangles définis dans la figure, et par
trois rectangles plus petits dont on soustrait 1'influence):

w (€0, i) = w (£,0,0.6,0.15) L1 4 (£, 0,0.6,0.13) P2~ P2
Po Po

= o Do — P Py —P.
—w(£,0,0.6,0.10) 272 ¢ 0,0.6,0.05) P21,
P P
La courbe représentant cette fonction est dessinée dans la figure 17 (chap. 111,
§ 1). Comme nous I'avons déja remarqué, elle coincide sensiblement avec celle
obtenue par la loi de seconde approximation, mise dans la forme (79).

§ 3. Détermination des constantes « et i dans le cas particulier o la surface
de charge est un rectangle trés étroit

Revenons aux considérations faites dans le chapitre IX, § 1 et examinons
maintenant le cas ol p, < p., ¢’est-a-dire ol la largeur du rectangle de charge
est trés petite par rapport a la profondeur H du sol. La constante g,, dont
dépendent o et Bif. doit avoir une autre valeur dans la direction transversale
#. que dans la direction longitudinale x. Pour préciser ce point, généralisons la
formule (3), en posant:

(105)

olt p est la charge mesurée par unité de surface et ou @, g,, B, désignent trois
constantes. Cherchons & déterminer ces derniéres en satisfaisant a cette con-
dition que si I’'on raméne le probléme & un état de déformation bidimensionnel,
on retrouve les valeurs des constantes déja obtenues. Dans ce but, considérons

les trois cas particuliers suivants:

19 la charge est uniformément répartic sur toute la surface supéricure de la
couche d’épaisseur H,

20 la charge est répartie sur une surface, limitée par deux droites paralléles
a la direction y, de longueur infinie dans cette direction et de largeur [,
telle que p=p, .

3% la charge est répartie sur une surface, limitée par deux droites paralléles
a la direction @, de longueur infinie dans cette direction et de largeur ¢,
telle que p, < ..

On obtient alors successivement:

(106)

P = au"l . Pe = Ewg—ﬁm dﬂjﬂ_ ’ Py =
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La premiére des équations (106), montre que & =«, comme il fallait s’y attendre,
et la seconde, que B,=p, car p=p.. Dans la troisieme, B, n’est pas égal a B,
puisque py, <. Désignons alors B, qui dépend de ¢,, mais pas de [, par §,.
Les deux coefficients « et 8, concernent un état de déformation bidimensionnel
particulier, caractérisé par p,. On pourrait déterminer B,, pour des valeurs
données de « et p,, par le procédé déerit chapitre VII, § 3.

Les nouvelles valeurs des constantes «f et B s’obtiennent & 1'aide du
meéme calcul qu’au premier paragraphe de ce chapitre en introduisant la cons-
tante S, au lieu de B. pour déterminer les forces concentrées K,. Les formules
(95) deviennent:

Yuo ;Bhn) % ?’bnﬁho .Snn #
of = ag| 1+ == ) =B+ 5 — ; 107)
¢ ( Py T %o B =Py 2 Xy (
< 1
W gl Bem
0 1]

§ 4. Barre chargée reposant sur le sol. Influence de la courbure transversale

En appliquant, au chapitre 111, § 2, la loi de seconde approximation sous
la forme (22) (ou (79)). ou figurent les constantes o et B, nous avons déja
remarqué que la rigidité de la barre n’est pas infiniment grande suivant la
direction y, comme nous I’avons admis. La barre accuse donc une légére cour-
bure suivant cette direction. Nous allons montrer que les erreurs engendrées
sont compensées par les variations, que cette courbure entraine, des valeurs
des forces K.

La formule (80), qui donne la valeur de K, en supposant cette courbure
nulle, n’est plus valable. Elle doit étre remplacée par la suivante déduite

comme précédemment de (14"), mais contenant la dérivée = qu1 n’est plus

nulle (rappelons que v désigne le tassement des points mtucs a Uextérieur du
domaine de charge, et w, celui des points situés a l'intérieur de ce domaine):

5 dv  dw
Ilb = —"8('8?] = _Eﬂy)y gblz. (108)

Comme, d'une part, ¢, est petit par rapport & I et que, d’autre part, l'incli-
naison de la tangente est faible, nous pouvons poser:

dw _ e P
(‘?)’ y=ep2 2 ayg!y=fl
et la relation (108) devient:
Jdv e, 02wl
BB (‘_ o0 ) (108")
¥ B OY |yeeyp 2 o*azly 0




Comme nous désirons avant tout connaitre w (x)|,_,. la relation (82) doit étre,
si I'on tient compte des remarques ci-dessus, remplacée par la relation suivante:

62 w

_ 2w
‘Pz“'w"f‘(m 2

e
ly=0 Y

). (109)
=0

Si 'on introduit (108”) et (109) dans la condition d’équilibre (81), les termes

P T p— . .
contenant la dérivée g s’éliminent, et nous retrouvons bien la relation:
71 =0
Py = aebw—Bebw”—ZB—a | (83)
\Y=ep2
2 . 0w
ou w = e %
0x*, g

Ainsi, nous pouvons utiliser la forme (79) de la loi de seconde approximation,
pour déterminer la flexion d’'une barre reposant sur le sol, méme si sa rigidité
suivant la direction y n’est pas infiniment grande.

Remarques finales

Les différentes comparaisons faites dans cet exposé entre des tassements
déterminés, soit par des essais sur modéle, soit a I’aide de formules approchées,
soit encore par la théorie de 'élasticité, nous ont montré que la loi de seconde
approximation (2) ou (3) donne des résultats conformes & la réalité, si 1’on
considére des sols élastiquement déformables. La loi de premiére approxi-
mation (1) s’est révélée par contre insuffisante dans les différents cas examinés.
De plus, grace a la loi de seconde approximation. nous pouvons résoudre par
des méthodes simples certains problémes particuliers ou 1’état de tension est
tridimensionnel.

D’une fagon générale, les caleuls sont plus longs si 1'on fait usage de la loi
de seconde, plutot que celle de premiére approximation, mais ils ne présentent
aucune difficulté essentiellement nouvelle.

Pour un sol élastiquement déformable, nous avons calculé les valeurs des
constantes qui interviennent, c’est-a-dire de «, f et «. Pour des sols ayant des
lois constitutives plus compliquées, comme par exemple des sols anisotropes,
non homogenes ou viscoélastiques, mais tous de comportement linéaire, on
pourra plus facilement adapter la loi (2) ou figurent plusieurs constantes
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qu’une loi telle que (1), ott n'intervient qu’une seule constante. Il s’agira dans
cette adaptation, de choisir convenablement les valeurs de «, B et x. Remar-
quons & ce sujet qu’en un point de la surface du sol, le déplacement vertical
est avant tout caractérisé par la constante «, alors que 8 détermine I'influence
des points voisins. Le facteur «, qui caractérise le décrochement, dépend de la
cohésion de la matiére considérée.

Dans le cas d’un sol viscoélastique, les tassements tendraient & augmenter
légeérement. alors que les courbures de la surface du sol diminueraient; les
décrochements seraient certainement plus grands. Il est possible que, dans
certains cas rencontrés dans la pratique, les tassements réels soient situés entre
les valeurs déterminées par la loi de premiére approximation et celles données
par la loi de seconde approximation. Peut-étre ces tassements auraient-ils
alors, au moment de 'application de la charge, des valeurs assez voisines des
secondes, pour tendre ensuite vers des valeurs intermédiaires avec le temps.
Pour reconnaitre ce point, il serait intéressant de faire une étude ou la loi de
seconde approximation aurait alors la forme:

p=a(D)yw—B(D)u":
a et B seraient des fonctions rationnelles de 1'opérateur D:-a%, ou t désigne

le temps.
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