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Vorwort

Im Jahre 1959 wurde von Herrn Prof. G. Schnitter, Direktor der Ver-
suchsanstalt fiir Wasser- und Erdbau in Ziirich, eine neuartige Kon-
trollrechnung fir den Goeschenenalpdamn angeregt. Nach Ausarbei-
tung der grundlegenden Gleichungen und der Aufstellung der Grundla-
gen fiir die numerische Rechnung zeigte sich, dass eine solche Be-
rechnung nur unter dem Einsatz einer elektronischen Rechenmaschine
durchgefiihrt werden konnte. Diese Aufgabe wurde in Zusammenarbeit
zwischen Herrn M. Engeli, wissenschaftlicher Mitarbeiter am Insti-
tut fir Angewandte Mathematik in Ziirich, und dem Verfasser geldst.
Dabei tauchten mehrere Probleme auf, die eine eingehende Behandlung
wiinschenswert erscheinen liessen. Die vorliegende Arbeit wurde von
mir zur Zeit meiner Titigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter an
der VAWE ausgefiihrt.

Es ist mir ein aufrichtiges Bediirfnis, Herrn Prof. Schnitter fiir
sein Entgegenkommen und seine Unterstiitzung zu danken. Mein bester
Dank gilt auch dem Vorsteher des Institutes fiir Angewandte Mathema-
tik, Herrn Prof. Dr. Stiefel, fir die Durchsicht der Arbeit und fir
die Ueberlassung der ERMETH fiir die zahlreichen numerischen Auswer-
tungen. Insbesondere michte ich Herrn Engeli danken fiir seine
wertvollen Anregungen betreffend Aufstellung der Operatoren und
Verwendung des Wynn'schen Algorithmus, sowie fir seine uneigenniit-
zige Hilfe bei der Programmierung fir die IBM 704 in Paris. Mei-
ner Gattin danke ich herzlich fiir die Reinschrift des Textes und

der Formeln.
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I Einleitung

1. Kapitel: Methoden zur Berechnung von Erddémmen.

Obwohl schon seit Hunderten von Jahren Erddimme z.B. in Indien mit
Erfolg gebaut werden, sind die Probleme, die sich bei jedem Dammbau
stellen, zahlreich geblieben. Mehrere Ursachen kinnen zur Zersto-
rung eines Dammes fiihren, Einige davon (z.B. Ueberflutung oder in-
nere Erosion) konnten durch verbesserte Kenntnisse allmihlich elimi-
niert werden, Die grosste Gefahr stellen heute Scherbriiche dar in

Form von Ru der oder des Untergrundes. So waren
in den letzten 40 Jahren mindestens 10 solche Dammbriiche zu ver-
zeichnen, [14] Somit ist fiir den projektierenden Ingenieur die Frage

der Stabilitét des Dammes ein zentrales Problem geblieben.

Bei der Dimensionierung eines Bauwerkes sind stets zwei Aspekte zu
beriicksichtigen: die statischen Gegebenheiten einerseite und die Ma-
terialeigenschaften andererseits. Zwei hauptsichliche Dimensionie-
rungsmethoden haben sich in der Praxis durchgesetzt: die Traglast-
verfahren und die Spannungsanalysen. Die ersteren bestehen darin,
die kleinste Belastung zu suchen, bei der ein Material mit bestimm-
ten Festigkeitseigenschaften gerade zum Bruch kommt. Der Vergleich
der Bruchbelastung mit der effektiven Belastung in Form eines
Sicherheitsfaktors stellt dann die Basis der Dimensionierung dar.
Die Bestimmung der Bruchlast kann meistens ohne explizite Berechnung
des Spannungszustandes im Bauwerk erfolgen, ist somit statisch gese-
hen einfach und erfordert nur die Untersuchung der Materialeigen-
schaften bei Bruch. Der Nachteil des Verfahrens liegt darin, dass
ein Vergleich des erstellten Bauwerkes mit der Berechnung nur dann
méglich ist, wenn es zum Bruch kommt, und dies stellt natiirlich
gerade in bezug auf den Fortschritt der Erkenntnisse ein grosses

Hindernis dar.

Demgegeniiber wird bei den Spannungsanalysen der unter den effekti-
ven Lasten sich einstellende Spannungszustand berechnet unter Ver-

wendung der statischen Gesetze und unter Annahme eines Stoffgesetzes,



das Spannungen und Verzerrungen miteinander verkniipft. Die Dimen-
sionierung erfolgt dann aufgrund des Vergleiches der effektiven
Spannungen mit den zuldssigen Spannungen. Diese Berechnungen sind
wesentlich komplizierter und erfordern die Definition eines Stoff-
gesetzes vom spannungslosen Zustand bis zum Bruch. Hingegen konnen
dann durch Messungen am fertigen Objekt die Berechnungen iiberprift
und bis zu einem gewissen Grade die Sicherheitsspanne bis zum Errei-

chen des Bruches festgestellt werden.

In der Bodenmechanik haben beide Methoden Eingang gefunden. Dis
Spannungsanalysen werden vor allem zur Berechnung der Setzungen ver=
wendet, wihrend gerade die Stabilititsuntersuchungen einer Boschung
fast ausschliesslich mit einem Traglastverfahren durchgefiihrt

werden.

Das letztere besteht darin, durch den Damm beliebig gewdhlte Gleit-
fldachen zu legen, entlang welchen die sich aus den statischen
Gleichgewichtsbedingungen ergebenden Scherkrdfte mit der Scherfe-
stigkeit des Schiittmaterials bei Bruch verglichen werden. Seit
Fellenius werden vorwiegend kreisformige Gleitflédchen betrachtet,
2.T. auch logarithmische Spiralen. Neuerdings ist es nach der Me-
thode von Janbu auch méglich, beliebig gekriimmte Gleitflédchen auf
einfache Art zu untersuchen. Das Verfahren fiihrt bei einiger
Uebung schnell zur Bestimmung der unginstigsten Gleitfliche und da-
mit zu einem Sicherheitsfaktor gegen Scherbriiche.

Dieses Verfahren ist durch viele Démme erhértet. Trotzdem bleibt
vor allem bei wichtigen Bauten der Wunsch offen, durch eingebaute
lessgeriite Spannungen und Verschiebungen eines Dammes wihrend des
Baues und spater unter Stau zu iiberpriifen, Diese Messresultate er-

halten jedoch erst dann ihre volle Bedeutung, wenn sie mindestens

gro tssig mit einer B wung verglichen werden kénnen.
In diese Liicke kann nun eine Spannungsuntersuchung erfolgreich tre-

ten.

Spannungsverteilungen in Erdddmmen und im Untergrund, die analytisch
hergeleitet wurden, sind verschiedentlich vorgeschlagen worden
(Lévy 1898 [15], Jiirgenson 1934 [13], Brahtz 1936 [3]). Alle diese



Losungen basieren jedoch auf unbéfriedigend vereinfachenden Annahmen.

Parallel dazu wurden fiir die Staumauern numerische Methoden zur Be-
rechnung der Spannungsverteilungen entwickelt. So gelang es Richard-
son 1908 [20] und Zienkiewicz 1947 [27] mit Hilfe von Differenzenver-
fahren, eine angendherte Spannungsverteilung zu erhalten. Diese Me-
thode wurde von Bishop [2] erstmals fiir einen Erddamm verwendet.

Alle diese Arbeiten basieren auf der Annahme gleicher Materialeigen-
schaften von Damm und, Untergrund sowie voller Kontinuitdt an der
Schichtgrenze. Das Material wird als elastisch, isotrop und homogen
vorausgesetzt. Diese Annahmen sind jedoch nur in vereinzelten F&l-
len gerechtfertigt. Immerhin ergab diese Methode eine Spannungsver-
teilung, die es zum mindesten erlaubte, qualitative Schliisse zu zie-
hen. Ein grosses Hindernis fir die Weiterentwicklung der Methode
war der enorme Aufwand, den die praktische Durchfiihrung einer Be-
rechnung erfordert. Mit den elektronischen Rechenmaschinen hat sich

diese Situation entscheidend gekéndert.

In der vorliegenden Arbeit wird zur Berechnung von Spannungen und
Verschiebungen eines Erddammes eine numerische Methode entwickelt,
mit welcher hierauf der Einfluss von variabeln Randbedingungen, von
variabeln Angriffskréften und von variabeln Materialeigenschaften

untersucht wird.



II Die Berechnung von Erddimmen nach der

Elastizitdtstheorie

2, Kapitel: Allgemeine Theorie.

Elastische und

Ein Erddamm ist ein elasto-plastischer Kérper, der infolge der drt-
lichen Gegebenheiten sehr oft eine komplizierte geometrische Form
hat. Da aber theoretische und praktische Schwierigkeiten bei der
Berechnung eines so komplexen Gebildes ins Unermessliche wachsen,
wird allgemein ein Dammkirper unendlicher Linge vorausgesetzt, aus
dem ein Binheitsquerschnitt herausgeschnitten und untersucht wird.
Fir diesen sollen die Gesetze des ebenen Forménderungszustandes gel-
ten, d.h. die Belastungskrifte pro Querschnitt bleiben konstant und

es treten keine Verzerrungen in axialer Richtung auf.

In der Elastizitdtstheorie verwendet man das Hooke'sche Stoffgesetz,
das eine lineare Beziehung zwischen Spannung und Verzerrung auf-
stellt. Der Proportionalititsfaktor, der Elastizititemodul E, ist
die erste elastische Konstante. Die zweite, die Poissonzahl .,
gibt das Verhdltnis der Querkontraktion zur Léngsdehnung wieder.
Mit diesen beiden Grossen lautet das Stoffgesetz im ebenen Forman-
derungszustand in einem cartesischen System:

A e -
£ F LU0 (ep) 6]

4 2
gy = F [0 ) 0 ]
P 4 (2,1)
2(4apl
Fom L
Xy E xy
€ = xz= ™ 0
Erzeugen die Angriffskréfte nur kleine Verformungen des elastischen
Kérpers - was im Rahmen dieser Arbeit vorausgesetzt wird - so stehen

Verzerrungen und Verschiebungen miteinander in folgender Beziehung:

(2,2)



wobei u die Horizontalverschiebung, v die Vertikalverschiebung eines
Punktes der elastischen Scheibe bedeutet. Durch zweimalige Diffe-

rentiation erhdlt man die Vertréglichkeitsbedingung:

(2,3)

Zwei verschiedene Gesetze der Statik konnen zur Gewinnung einer Lo-
sung herangezogen werden: die Kriftebedingungen oder das Minimal-

prinzip.
Die ersteren ergeben die 2 Differentialgleichungen des Gleichge-

R e il
é'sgf o 6’%* Yo =0 (2,4)

wichts:

wenn als einzige Kraft das Eigengewicht y-o betrachtet wird. Die
Kombination von (2,1), (2,2) und (2,4) fithrt auf die elastischen
Grundgleichungen:

(2,50

Sind als Randbedingungen nur Spannungen gegeben, so verwendet man
mit Vorteil die Airy-Spannungsfunktion¥, die mit den Spannungen in

folgender Beziehung steht:

(2,6)

Kombination von (2,1), (2,3) und (2,6) ergibt eine biharmonische

Differentialgleichung:
=0 (2,7)

Die Integration von (2,5) oder (2,7) unter Beriicksichtigung der

Randbedingungen liefert die Lésung eines Scheibenproblems.

Ein anderer Lisungsweg kann mit Hilfe der Forminderungsarbeit gewon-

-5-



nen werden. Wird ein elastischer Korper langsam belastet, so wird

die zugefiihrte Energie ausschliesslich zur Erzeugung der Verformung

ndet und mit P ngsarbeit bezeichnet. Lisst man z.B,
eine einfache Druckspannung von O auf ihren Endwert G und entspre=-
chend die Dehnung von O auf £y anwachsen, so wird die Forminde-

rungsarbeit bei Annahme linearer Elastizitat:

(2,8)

Beriicksichtigt man sémtliche Normal- und Schubspannungen einer ela-
stischen Scheibe und 16st man die Gleichungen (2,1) nach den Verzer-
rungen auf, so erhalt man folgenden Ausiruck fiir die Forménderungs-
arbeit:

(2,9)

wobei

Nebst den Spannungen leisten auch die &ussern (X, Y) und die innern

()ye) Kréfte, die die Scheibe angreifen, Arbeit, die wie folgt lau-
(2,10)

Die Gesamtenergie einer elastischen Scheibe ist:

JalsK (2,11)
Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie besagt, dass dieje-
nigen Verschiebungen u,v ein stabiles Gleichgewicht einer elasti-
schen Scheibe ergeben, die die Gesamtenergie minimisieren. Mit den

Gleichungen (2,2) lautet das Energieintegral:
w Sv du Sv du, .S 2
3- 31 e r S8 sy 8P Dof et
‘¢(XM+YV)AG= Min

Die Funktionen u(x,y) und v(x,y), die (2,12) erfillen und den Rand-

(2,12)

bedingungen geniigen, sind ebenfalls die Losung des gestellten

Problems.



Differenzenverfahren und

Obwohl das Problem der echnung in gegeniiber

der Wirklichkeit bereits stark vereinfacht wurde, ist es bis jetzt
nicht gelungen, eine analytische Lésung fir die Differentialglei-
chungen oder die Minimisierung des Energie-Integrals anzugeben.
Eine angeniherte Losung wird gewonnen mit Differenzenverfahren. Man
beschrénkt sich darauf, die Funktionswerte der gesuchten Funktionen
u,v in den Schnittpunkten eines iiber den Dammquerschnitt gelegten
beliebigen Netzgitters zu bestimmen. Man ersetzt die Differentiale
in (2,5) resp. (2,12) durch Differenzen zwischen den gesuchten Funk-
tionswerten und erhélt schliesslich ein Gleichungssystem mit gleich
vielen Unbekannten wie Funktionsgitterpunkten. Die mathematischen
Probleme des Verfahrens in bezug auf Durchfiihrbarkeit und Genauig-
keit sind eingehend in [4] beschrieben.

Zur Gewinnung einer Losung wurde in den bisherigen Arbeiten stets

die biharmonische Differentialgleichung V*y= 0 (2,7) approximiert.
Dieses Vorgehen hat verschiedene Nachteile. Stiefel [23] hat ge-
zeigt, dass die Approximation des Energie-Integrals (2,12) der Appro-
ximation der Differentialgleichung vorzuziehen ist. Hinmal miissen
die dynamischen Randbedingungen, wie sie z.B. bei einem Erddamm an
der spannungsfreien Dammoberfliche auftreten, nicht explizit formu-
liert werden, sondern nur die kinematischen Randbedingungen (z.B.
Auflagebedingungen, Wasserdruck). Ferner ist dasaus der Approxima-
tion des Energie-Integrals resultierende Gleichungssystem stets

symmetrisch.

Die Auflagebedingungen eines Erddammes eignen sich in der Regel
nicht fir eine Behandlung mit der Spannungsfunktion. Meistens be-
findet sich in einer gewissen Tiefe unterhalb des Erddamnies der Fels
oder ein Baugrund, dessen Elastizititseigenschaften die Annahme der
Unzusammendriickbarkeit erlauben. Nun hat zwar Rellich [18] gezeigt,
wie man Verschiebungsbedingungen mit der Airy-Funktion \p behandeln
kann. Die Formeln ergeben aber komplizierte Ausdriicke mit dritten

Ableitungen.

Ferner ist in bezug auf die Genauigkeit zu bemerken, dass, ausgehend

ST5



von der Lisung mit der Spannungsfunktion, die Spannungen erst durch

zweimalige Differentiation und die Verschiebungen durch anschlies-
sende Integration gefunden werden kénnen, Demgegeniiber ergibt die
Losung mit den Verschiebungsfunktionen direkt die Verschiebungen und
die Spannungen durch einmalige Differentiation, Der Genauigkeits-
verlust ist somit wesentlich geringer. Der Nachteil dieses Verfah-
rens liegt darin, dass pro Netzpunkt zwei Funktionswerte (u,v) zu
bestimmen sind, wogegen bei der Spannungsfunktion nur ein Funktions-
wert () auftritt.

Wir wihlen deshalb als Ausgangspunkt unserer Berechnungen das zu mi-
nimisierende Energie-Integral (2,12)

> 31 tr e sl

5t

und zeigen vorerst gemdss [23], wie man unter Aufteilung dieses In-
tegrals in einzelne Flachenstiicke und durch Approximation der Diffe-
rentiale ein lineares Gleichungssystem gewinnt. Betrachten wir ei-
nen innern Abschnitt unseres Netzes (Fig.l) und approximieren die

beiden Energie-Anteile L (2,9) resp. K (2,10) einzeln. Beginnend

mit L, wdhlen wir ein beliebiges Quadrat 12,13,22,23 und schreiben

approximativ:
1l T In Punkt F
« Vb s /] 4 )
A (e .2, .
- - Tx}}: 7 (o) 1)
=t _r— " ImPunkt G
“ | ”_JF B | “
[ T [
y sw so Das arithmetische Mittel
1 1 -1 von (2,13) ergibt eine
u | 2 .5 |2 | 24 N;merung in H:
I T I (g o
x (Jx H
4
75 (g = g+ gy tizg)
Fig.l Approximation des Energieintegrals. (2,14)



In der y-Richtung erhélt man auf analoge Weise

(2,15)
; N N Sv Su
Die Approximation von -y resp. i, erfolgt genau gleich. Die Flé-
che des Quadrates ist Af = h?; somit lautet ihr Anteil an der Ener-

glesumme:

Fir den Niherungsausdruck von AJK betrachten wir das Doppelgitter
T'. Ein Quadrat mit dem Mittelpunkt 13 ergibt als Energieanteil

2
L3- - (ye vis) (207)
wihrend die &usseren Krifte (X,Y) keinen Anteil liefern. Die gesam-

te Energiesumme lautet:

(2,18)
und ergibt einen quadratischen Ausdruck in den Unbekannten x j - d.h.

in den Funktionswerten u,v inden Netzschnittpunkten - vonder Form

) T4 2,1

NN ajexjxk - ) bixj (2,19)
I i

(sjk und hj = Koeffizienten). Die Funktionswerte Xy die den Ener-

gieausdruck (2,19) minimisieren, sind die Lésungen des linearen,

symmetrischen Gleichungssystems:

(2,20)

Betrachten wir z.B. den Funktionswert V3 80 erkennen wir in bezug

auf§Alj, dass von sdmtlichen Flichenstiicken nur diejenigen v.

13
enthalten, die eine EZcke im Punkt 13 haben. (SO, SW, NO, NW).
8L _ SaLso, SALsw, SALNO  SALNW (2,21)

Sviy vy dvis vy dvis



Die Zusammensetzung dieser 4 Ableitungen ergibt folgenden Ausdruck:

(2,22)

Fiir die Ableitung von K nach v,; kommt nur das Flachenstiick in Be-

tracht, das den Punkt 13 umschliesst:

é%;"f“'l (2,23)
(2,22) und (2,23) ergeben zusammen eine Gleichung des Systems (2,20),
die man den Operator im Punkt v)jnennt. Ausser gewissen Punkten in
der Néhe des Randes haben simtliche Netzpunkte aus Symmetriegriinden
denselben Operator. Fir w, fihrt das Verfahren auf einen dhnlichen

Operator. Wir schreiben diese Normalgleichungen in symbolischer

Weise wie folgt:

u-Punkt
~2(1+48) 4(1-6) -2(1+39)
L 4(1-9) 8(1+8) -4(2-8)|w
-2(1+0) 4(1-8) -2(1+9)

oo

(2,24)
-2(146) ~4(1-8) -2(1+4)
+ % 4(1-6) 8(1+8) 4(1-5) | v- geh?
-2(1+8) -4(1-8) =2(1+d} -0

mit den Abkiirzungen

Sieht man von Zusatzkréften, die z,B. bei Erdbeben oder infolge Sik-
kerstromungen auftreten, ab, so reduzieren sich die Krafte in einem

Erddamm auf das Eigengewicht (vertikale Massenkraft ye) und den Vas-

serdruck (horizontale &ussere Kraft w). (Fig.2). Um den VWasserein-

tritt nach der Luftseite zu verhindern, wird ein Kern aus undurch-

- 10 -



léssigem Material erstellt. Das Wasser dringt auf der Wasserseite

ein und setzt den Kern unter hydrostatischen Druck:

(2,25)

Fig.2 Krdfte in einem Erddamm.

Auf der Luftseite ist das Feuchtraumgewicht y¢* wirksam, das sich
wie folgt berechnet:

(2,26)
Fir die Berechnung wéhlen wir folgende als Mittelwerte aufzufassende
Zahlen:
Spez. Gewicht y%=2,65 t/m3; Porositdt n =0,27; Sittigungsgrad

-0,6.
Dies ergibt ein Feuchtraumgewicht ye* =2,1 t/m3.
Auf der Wasserseite wird infolge des Auftriebes das wirksame Eigen-

gewicht auf ye' reduziert und berechnet sich nach der Formel:

(2,27)
Die Dammoberfléche ist spannungsfrei. Im Energieintegral (2,12) miis-
sen keine speziellen Randbedingungen eingefiihrt werden. Hingegen
diirfen nur die effektiven Fléchenanteile beriicksichtigt werden und
die Differenzen-Approximationen sind im Schwerpunkt G des Fldchen-
stiickes neu zu formulieren (Fig.3). Hat die Oberfldche einen kompli-
zierten Verlauf, so entstehen viele verschiedene Flidchenstiicke, und
die Formulierung der Operatoren erfordert einen grossen Aufwand. Es
erweist sich als vorteilhaft, mit einer abgetreppten Oberflédche zu
rechnen, Zwar fiihrt diese Abtreppung zu gewissen Storungen am Rande

der Losung (siehe z.B. Beilage 1). Diese kdnnen jedoch weitgehend

Sl S



eliminiert werden, wenn

nicht die Funktionswerte

in den Netzschnittpunkten

1,2,11,12, sondern deren
il 42 Mittelwerte in G' betrach-

tet werden. Ueber die

nmaschinelle Berechnung

der Randoperatoren, die

allein diese Fehler aus-

7 zuschliessen vermag, wer-
den gegenwirtig Untersu-

Fig.3 Approximation des Randes. chungen am Institut fir
Angewandte Mathematik der
ETH Ziirich durchgefiihrt.

Die Unterlage eines kann vom tandpunkt aus in

zwei Klassen eingeteilt werden. In der ersten figurieren alle jene
Fille, in denen der Untergrund analytisch beriicksichtigt werden kann.
Dies ist moglich, wenn fiir den Untergrund die Gesetze der Elastizi-
tédtstheorie gelten, und wenn die Felsoberfliche horizontal verlauft.
Den Extremfall, Felsoberfliche direkt unter dem Erddamm, werden wir
als Damme auf fester Unterlage bezeichnen. Liegt hingegen zwischen
Felsoberflache und Damm eine elastische Schicht, so kann diese in
Analogie zur Berechnung statisch unbestimmter Bauwerke wie folgt be-

riicksichtigt werden:

Man trennt das hyperstatische System Damm - Untergrund entlang der
Grenzschicht, Numerisch berechnet man mit dem Gleichungssystem
(2,20) die Vers

man analytisch die Verschiebungen des elastischen Untergrundes. Als

ebungen des Erddammes. Parallel dazu ermittelt

liberzdhlige Grissen treten die Horizontal- resp. Vertikalverschie-
bungen an der Grenzschicht auf. Diese sind so zu bestimmen, dass in
der Grenzschicht kein Klaffen entsteht. Diese Angleichung geschieht

mit einem im 4. Kapitel beschriebenen Schritt-fiir-Schritt-Verfahren.

In die zweite Klasse gehdren jene Félle, in denen der Untergrund
inhomogen ist, oder die Felsoberfldche einen unregelmdssigen Verlauf

aufweist, In diesem Falle wird das Netzgitter iiber den Untergrund

559G



bis an die Felsoberfldche ausgedehnt, wobei die Anzahl Gitterpunkte
dann sehr rasch zunimmt. Im Abschnitt IV wird ein solches Beispiel

berechnet.

Das Gleichungssystem (2,20) hat, auch bei relativ grosser Maschen-
weite, mehrere Hundert Unbekannte und kann deshalb nicht mit her-
kémmlichen Methoden aufgeldst werden. Fiir jeden Funktionspunkt des
Netzes existiert eine Gleichung, z.B. (2,24). Werden den Punkten
beliebige Funktionswerte zugeteilt, so sind diese Gleichungen im

allgemeinen nicht erfiillt, sondern die entstehende Gleichung lautet:

F U4 8) (g s gy +ug )+ 7 04-8) (gt gy tp) +
+4 (5 928) (V- vy ~Vig+viy) + (A49) g3 ] = Ro (2,28)

Manﬁnennt R, ein Residuum. Verdndert man den Funktionswert u . um
{4y % wird Ry = 0, und die Operatorgleichung ist im Punkt u,
erfiillt., Berechnet man systematisch alle Gleichungen in den
Schnittpunkten und tilgt die Residuen, so entsteht ein konvergentes
Verfahren, bis schliesslich alle Residuen gleichzeitig verschwinden,
womit das Gleichungssystem gelést ist. Man nennt es Relaxationsver-
fahren. Southwell [22] hat gezeigt, wie man dieses Verfahren bei

der Berechnung von Hand anwenden kann.

Fiir das Rechnen mit Rechenmaschinen wurden verschiedene Verfahren
entwickelt, von denen sich die Ueberrelaxation fiir das vorliegende

Problem besonders zu eignen scheint. Man verbessert bei jedem

Durchlauf den Funktionswert um w

“ilis57 wobei der Ueberrelaxa-
tionsfaktor  im Falle eines symmetrischen, positiv definiten

Gleichungssystems der Ungleichung gentigen muss:

0< w<2 (2,29)
o besitzt ein Optimum, bei dem die Konvergenz am raschesten ist.
Dieses Optimum kann aus der Theorie [ 23] abgeschitzt und im Verlauf
der numerischen Rechnung durch Bildung des Quotienten der Fehlersum-

mey~ ( wobei die Summe sich iiber samtliche Funktions-
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werte des Gitters bei einem Durchlauf erstreckt, verbessert werden.
Fiir einen Erddamnm auf fester Unterlage mit 10 Maschen in der Damm-

mitte hat sich w=1,7 als ein guter Ueberrelaxationsfaktor erwiesen.
Werden weniger Maschen verwendet, oder ist der Damm auf elastischer

Unterlage, so ist w kleiner zu wihlen.

Im Durchschnitt geniigen fiir einen Damm auf fester Unterlage etwa 50
bis 80 Relaxationsschritte, bei elastischer Unterlage etwas mehr,
um die 4, Stelle der L&sung exakt zu berechnen. Die Rechenzeit
héngt stark von der Maschine abj auf einer IBM 704 betrug sie z.B.

nur 10 Minuten pro Damm,

Die im folgenden besprochenen Beispiele wurden auf verschiedenen
Maschinen gerechnet, némlich auf der ERMETH (elektronische Rechen-
maschine der ETH), auf einer IBM 704 in Paris und auf einer Siemens
2002 in Tibingen. Da Aufbau und Rechencode der verschiedenen Ma-
schinen stark variieren, beschranken wir uns darauf, im Blockdia-
gramm 1 einen schematischen Ueberblick iiber den Aufbau des Haupt-
programms zu geben. Die verwendeten Symbole haben folgende Bedeu-

tung:

1 = wird ersetzt durch

K = Kolonnenzéhler; im Testbeispiel variierend zwischen 0-50.

i = Zahler innerhalb einer Kolonne.

u(K,i); v(K,i) = Verschiebungen in den Gitterpunkten.

Ruj Rv = Residuen.

Gy(K,i); EX(K,i); Txy(x,i) = Spannungen in den Mittelpunkten des
Netzgitters.

G;(%,0); Ty, (Ky0) = Spannungen an der Kontaktgrenze.

5 = Summe der Verbesserungen im Quadrat.

§_¥= Vergleichswert fir ¥,

)5 W, = Ueberrelaxationsfaktoren.

I(K) = Fester Vektor, enthélt die Anzahl Gitterpunkte pro Kolonmne.

Nebst dem Hauptprogramm sind eine Liste der zu jedem Netzpunkt gehd-

- 14 -



renden Operatorziffern, die Unterprogramme der Operatoren und die

Werte der Einflusslinien einzugeben.

Die aufgewendete Rechenzeit ist stark von der Konvergenz des Verfah-

rens abhiingig. Diese kann auf folgende Art beschleunigt werden:

- Relaxation riickwirts, d.h. die Kolonnen werden in der Reihenfolge
50, 49, 48 usw. berechnet. Nach je 10 bis 20 Relaxationsschritten
ist der Sinn der Reihenfolge umzukehren.

- Verénderung der -Werte. In [23]ist dargelegt, in welchem Sinne
o zu verdndern ist, wenn die Konvergenz ungeniigend ist.

- Gebietsweise Relaxation. Da in der Dammitte am meisten Punkte
pro Kolonne vorhanden sind, ist die Konvergenz in diesem Bereich
stets am langsamsten. Dies kann verbessert werden durch vermehrte

Relaxation in diesem Gebiet.

-15 -



Blockschema 1: Ueberrelaxation eines

ki) = v(ki):=0

Gy (ko) =Ty (k,0):=0

Erddammes.

i

Drucken ulk,i)
viki)

Sprung auf u-Operafor des
P (1) gemdss Op.-Ziffernliste

ulle,l): = u(ki) + Wy Ry

Sprung auf v-Operator des
Punktes (ki)

vk = viki) 4w Ry

T (R QR

Operafor (z 'BR 2,24) berechnet
u

Operator berechner Ry

Berechnen & Drucken
G (ki

Ty (ki)
Ty (ki)

(k,0) + w," Au(k,0)
(k,0) + W, AV (k,0)

Formel (4,23)

Formel (3,9)
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3. Kapitel: Dimme auf fester Unterlage.

Mit der im vorigen Kapitel beschriebenen Methode wurden fiir ver-
schiedene Materialeigenschaften und Auflagebedingungen eine Anzahl
Beispiele gerechnet, deren Losungen in den Beilagen 1-8 angegeben
sind. Bei der Besprechung dieser Resultate werden wir so vorgehen,
dass vorerst ein Testbeispiel ausfilhrlich dargestellt und hierauf
Schritt fiir Schritt der Einfluss der einzelnen Parameter untersucht
wird,

Die Annahmen fiir das Testbeispiel sind (Fig.2):

Form des Dammes: Dreieck mit den Neigungen Luftseite 2:1,

Wasserseite 3:1, Hohe “l =100 m.

Materialkonstanten: =043 E = 10'000 t/m2

Angriffskréfte: Eigengewicht ye* = 2,1 t/m3
Wasserdruck w = O

Unterlage: Horizontaler, inkompressibler Fels.

Randbedingungen an Volle Haftung des Materials am Fels.,

der Unterlage: u=0; va=o0.

Die Losung (Beilage 1) gibt die Verschiebungen in mm. Daraus geht
hervor, dass die Horizontalverschiebungen klein sind., Die Maxima
treten unter der Mitte der Bdschungen auf und betragen -9 resp.

+7 cm. Die Dammkrone setzt sich um 72 cm, Diese Setzung kann mit
einer Naherungsformel geschatzt werden: Nimmt man an, dass die Ho-
rizontalverzerrung ¢_ in der Dammitte gleich O ist, so erhilt man

aus Formel (2,1a)

(3,1)
Unter der vereinfachenden Annahme, dass die Vertikalspannung in ei-
nem Punkt gleich dem iiberlagerten Bodengewicht ist (Gy = Srit b))y
erhilt man durch Einsetzen von (3,1) in (2,1b) und anschliessende

Integration

(3,2)

Ser o



d.h. mit den Annahmen des Testbeispiels vk = 768 cm. Die Differenz,

bezogen auf den analytischen Wert, betrdgt 7,6%

Diese Differenz ist hauptsdchlich dadurch begriindet, dass die Verti=-

kalspannungen G nur anndhernd gleich dem Ueberlagerungsgewicht sind.

Die Spannungen kénnen mit den Formeln (3,9) aus den Verschiebungen
berechnet werden. In der Fig.4a sind die Vertikalspannungen in kg/
cm2 eingezeichnet und zeigen, dass in der Mitte eine Entlastung statt-
findet, wogegen die Flanken stdrker belastet werden. In der Fig.4b
sind die Kurven &# ',_4'51‘1'#— eingetragen und ergeben ein Maximum
in der Dammitte von -14%. An der flachen Boschung auf der Wasser-

seite sind die Abweichungen etwas grosser als auf der Luftseite.

Die Horizontalspannungen G, (Fig.5a) konnen entlang der Felsoberfld-
che aus den Vertikalspannungen berechnet werden. Da nach Vorausset-
zung €, = O ist, gilt Formel (3,1). Hingegen entsprechen die Hori-

zontal mit Dammhohe immer weniger der Gleichung

(3,1), sondern sie haben einen ausgeprdgten abgeflachten Verlauf.

Die horizontalen Schubspannungen T, haben ihre Maximaluerte an der
Kontaktfliche mit dem Fels. In der Fig.5b sind diese Kontaktspannun-
gen dargestellt, Vergleichshalber sind die Spannungen eingetragen,
die man unter Betrachtung eines plastischen Gleichgewichtes gemiss
Rendulic [19] erhdlt. Die Uebereinstimmung ist in Anbetracht der
verschiedenen Voraussetzungen sehr gut. Allerdings sind die Kon-
taktspannungen nach Rendulic von der Unterlage unabhéngig, wihrend
nach der Elastizititstheorie die Unterlage einen grossen Einfluss
hat (Fig.37). Die maximalen Schubspannungen weisen einen #hnlichen
Verlauf wie die Vertikalspannungen auf (Fig.6a). An der Kontaktfla-
che Material-Fels konnen sie bei Vernachldssigung der horizontalen

Schubspannungen grob geschitzt werden:
(3,3)
Die Abweichungen betragen max. 18%.

Interessant sind die Richtungslinien maximaler Schubspannungen, die

Gleitlinien, In der Fig.6b sind sie fiir die Luftseite eingezeichnet.
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Sie geben die aus vielen Rutschungen bekannte Form der Gleitfldchen
wieder. Vergleichshalber ist der kritische Gleitkreis dieser Bo-

schung dargestellt, der unter Annahme eines kohdsionslosen Materials
mit (p = 34° ermittelt wurde. Die elastischen Gleitlinien verlaufen

weitgehend parallel zur Bdschung, eine aus dem Gleitkreisverfahren

bestens bekannte Tatsache; demm der theoretisch ungiinstigste Gleit-

kreis ist die Boschung selbst (bei kohdsionslosem Material).

Der Einfluss der Form des Dammes.

Aus den Resultaten des Testbeispiels mit den mittleren Neigungen
1:2 und 1:3 konnen Verschiebungen und Spannungen im Bereiche dieser

Béschungsneigungen abgeschitzt werden.

Die Hohe des Dammes H) und das Feuchtraumgewicht ye¥ sind Propor-
tionalitétsfaktoren in den Resultaten. Fiir einen Damm mit der Hohe
H respektive dem Raumgewicht y¢* lauten die Umrechnungsformeln aus

den Lésungen:

(ks fen'] m - ylthd)

H
Oy = G4y, Thoo A (3,4)
m pml o [Elm] vy prop HZ siche
VH[‘m3H4‘ i oo W s (,2) (3:5)

Der Einfluss des Elastizitétsmoduls.

Kein Baustoff, insbesondere kein Dammschiittmaterial, erfillt die
Voraussetzungen des Hooke'schen Gesetzes (konstanter E-Modul, kon-

stante Poissonziffer). Selbst bei Annahme eines homogenen Materials

fallen in bezug auf den B-Modul eines Erddammes zwei Abweichungen
von der Theorie stark ins Gewicht. Einerseits ist das Spannungs-
Dehnungs-Diagramm nur in einem beschrinkten Bereich linear, und an-
dererseits ist der Elastizitétsmodul Funktion des Spannungszustandes.
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Der elastische Bereich eines Bodenmaterials kann aus dem Triaxial-
versuch bestimmt werden. Nach Terzaghi [24, 5.375] besteht zwischen
der bezogenen Volumenverinderung einer Probe (AV=AV,/V,) und der
Zusatzspannung AG = G4 - G3 die lineare Beziehung

(3,6)
Zeichnet man die AG/AV-Kurve eines Triaxialversuches auf, so er-
gibt sich jedoch nur in einem kleinen Bereich eine Gerade. An der

Versuchsanstalt fiir Wasserbau und Erdbau in Ziirich wurde am Gdsche-

nenalpdanmaterial eine eingehende Unte g der Verf igen-
schaften durchgefilhrt. In Fig.7 sind die Verformungskurven lockeren
und verdichteten Materials dargestellt. Als Mittelwerte ergaben
sich folgende den elastischen Bereich begrenzende Dehnungen:
lockeres Material € = 1%
dichtes Material E4= 2%
Bei grisseren Dehnungen geht das Material in einen Uebergangszustand
iiber, bevor es schliesslich zum Bruch kommt, Die 3 Bereiche ela-
stisch, Uebergang, plastisch werden in der Mohr'schen Darstellung

Fig.] Verfo: ven des G& lpmaterials.

approximativ durch 2 Geraden getrennt (Fig.8). Im Testdamm ergeben
sich daraus die in Fig.9 gezeichneten Bereiche bei folgenden Annah-
men: Kohdsion ¢=0; Winkel der inneren Reibung g Bruch = 34°;

$EL = 30°, was ungeféhr den Deformationseigenschaften des lockeren

- 23 -



Goschenenalpdammaterials entspricht. Der Elastizititsmodul ist,
wie Bishop [2) gezeigt hat, eine lineare Funktion der Hauptspannung
G5t

B= K WB - K (3,7)

®
(@ Uevergang
(® plastisch

stisch

Fig.8 Zustandsbereiche.

plastisch Uebergang

@ elastisch

Fig.9 Zustandsbereiche im Damm auf fester Unterlage.

In Fig.10 sind 3 Kurven des untersuchten Materials eingezeichnet,
welche diese Proportionalitdt bestdtigen und zeigen, wie gross die
Variation von E ist; denn beispielsweise in einem Zrddamm von 100m

Hishe treten Horizontalspannungen G, =7 kg/cm2 auf (Fig.5).

Trotz diesen Abweichungen von der Theorie wird mit einem konstanten

E-Modul gerechnet. Bine Verbesserung der Methode kann nur erreicht
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£ werden, wenn in einem

o), Schritt-fiir-Schritt-Verfah-
ren, ausgehend von der homo-
genen Losung, einerseits in

Yo der plastischen Zone die pla-
stischen Gesetze verwendet
werden, andererseits der

o E-Modul gemdss (3,7) an den
Spannungszustand angeglichen
wird. Das erste Verfahren
wird im dritten Abschnitt ge-

L nauer erléutert werden.

4o0.

Fig,10 E-Modul in Funktion von 55.
Bei Durchfiihrung der Berechnung mit einem konstanten E-Modul sind
die Verschiebungen u,v - d.h. die Lésung des Gleichungssystems
(2,20) -

Tk xe =4 (3,8)
indirekt proportional zum E-Modul. L&st man das Stoffgesetz (2,1)

nach den Spannungen auf, so erhilt man:

v Su
5 - (G0 By o ae 820
N P 69

d.h. die Spannungen sind unabhingig vom E-Modul; da die Verzerrungen
umgekehrt proportional zum E-Modul sind, f&llt bei der Ausrechnung

nach (3,9) der E-Modul heraus.
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d) Binfluss der Poissonziffer

Die Ziffer m gibt das Verhdltnis der Querverformung zur Lingsver-
formung bei axialer Belastung an. Sie kann fiir ein Bodenmaterial im
Labor bestimmt werden durch Messung des Ruhedruckbeiwertes Do, Wird
in einem Triaxialversuch bei einer Vertikalspannung G, die Horizon-
talspannung Gy so gewdhlt, dass die Probe keine seitliche Verformung

erleidet, so gilt mit

[
Yor & (3,10)
geméss Gleichung (3,1) mit (,‘5 = G, und Q‘l = Gy
__ %% __GC3 11
i P R e G

Untersuchungen zeigen, dass s mit dem Winkel der inneren Reibung (p
in Zusammenhang steht. Als empirische Beziehung gibt Brinch Hansen
(9] folgendes Gesetz an:

(3,12)

De Wet [5] hat theoretisch eine &hnliche Formel hergeleitet:

(3.13)

und Yamaguchi [26] hat gezeigt, dass unter Verwendung der Potential-
theorie im plastischen Bereich gilt:

A+3in

e (3,14)

:

Diese Beziehungen (Fig.1l) wurden durch Versuche erhirtet und zeigen

iibereinstimmend, dass ,c= 0,5 einem (= O-Material entspricht.

Die von De Wet [5] beschriebenen Versuche ergaben, dass rc im elasti-
schen Bereich ziemlich konstant ist. Geht das Material allmihlich
in den plastischen Zustand iiber, so wird 4 grosser, bis es im ei-
gentlichen plastischen Fliessen wiederum einen konstanten Wert ==0,5
annimmt (3,14). Die Variation ist dabei, wie man Fig.1l entnehmen
kann, ungefahr 2(0,5-;g,). Diese Frage ist aber noch nicht definitiv
abgekldrt. Vie wirkt sich die Wahl von 4 auf die Rechenergebnisse

aus? Beginnend mit den Verschiebungen zeigt Formel (3,8), dass die
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Fig.1l Poissonziffer in Funktion von g
rechte Seite des Gleichungssystems proportional zum Faktor ist:

(3,15)
-
Da die Losungen eines Gleichungssystems proportional zur rechten
Seite sind, ldsst sich vermuten, dass die Verschiebungen u,v propor-

tional zu Fy sind. Die Koeffizienten aj sind aber auch von s ab-

Jk
hingig, so dass kein strenger Beweis méglich ist.

Um den Einfluss von x abzukléren, haben wir unter denselben Voraus-
setzungen wie fiir das Testbeispiel den Damm mit 44=0, «=0,15 und
=0,45 berechnet (Beilagen 1,2). Tragt man fiir einige Punkte, 2.B.
A und B (Fig.12), die Verschiebungen in Funktion von o auf, wobei
die grosste Verschiebung gleich 100% gesetzt wird, so ergibt sich
folgendes (Fig.13):

B
H4
Fig.12 /s

In bezug auf die Vertikalverschiebungen ist Formel (3,15) eine gute
Niherung zur Bestimmung der Proportionalitdt. Die Horizontalver-
schiebungen jedoch verhalten sich ganz anders. Ein Schnitt in H) /s
zeigt, dass fiir u =0 die Dammflanken sich nach innen verschieben,

wihrend bei wachsendem x der Damm immer mehr eine Spreizverschie-
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T T 77
T T T

17 1T 3
Mesb: dem= 075'm

Fig.13 Verschiebungen in Pig.14 Verschiebungen
Funktion von u . in Hy yy in

1 Theoretischer Verlauf O

2 Pt.A v-Verschiebung

3 Pt.B v-Verschiebung

4 Pt.A u-Verschiebung

bung erhélt.
Der Einfluss von u auf die einzelnen Spannungen ist unterschied-
lich. Trégtman fir die Punkte C und D die Spannungen in Funktion
von s auf (Fig.15), so zeigt sich, dass die Vertikalspannung G'j
nur wenig variiert. Die horizontalen Schubspannungen T, nehmen
mit . linear zu, und zwar haben die Unterschiede dort ihr Maximum,
wo die Spannungen an und fir sich am gréssten sind, d.h. unter der

Mitte der Bgschungen (Punkt C).

Die Horizontalspannungen Gx an der Kontaktfldche lassen sich gemiss
(3,1) berechnen:

Fig.15 bestdtigt diese Proportionalitét. Je grosser jedoch der Ab-

stand von der Kontaktfliche, desto flacher wird die G -Kurve.
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Ka/cm® pt.c

Diese starke Abhingigkeit der G -Kurve von a ist von grosser Be-
deutung. Geméss dem Bruchkriterium von Rankine geht ein kohdsions-
loses Material in den Bruchzustand iiber, wenn das Verhdltnis der

Hauptspannungen folgenden Wert erreicht:

(3,16)

In erster Niherung sind G, und G, Hauptspannungen zum mindesten im
zentralen Bereich des Dammes, und Gleichung (3,16) zeigt somit, dass
das Entstehen plastischer Zonen wesentlich durch die Horizontalspan-

nungen beeinflusst wird,

Zusammenfassend wird vorgeschlagen, die Berechnung mit einem u ge-
miss Formel (3,12) oder (3,13) durchzufiihren. In‘'der vorliegenden

Arbeit wird mit & =0,3 (y~,34°) gerechnet.

Einfluss des Wasserdrucks.

Durch den Aufstau wird der Kern eines Erddammes unter hydrostati-
schen Druck gesetzt. Gleichzeitig wird infolge des Auftriebes das
wirksame Eigengewicht der Wasserseite von d’e* auf ye" vermindert.
Aus diesem verdnderten Kréftespiel resultieren einerseits Horizon-
talverschiebungen des gesamten Dammes talabwirts, andererseits

weist die Wasserseite infolge Entlastung Hebungen auf. In Fig.l6a
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sind die Verschiebungsvektoren der beiden Belastungszusténde (Eigen-

gewicht, resp. Eigengewicht + Wasserdruck) aufgezeichnet.

Die Schubspannungen an der Kontaktfldiche Fels-Schiittmaterial (Fig.
16b) werden unter Wasserdruck auf der Luftseite grisser, wogegen

sie auf der Wasserseite nahezu verschwinden, Die Normalspannungen
und die Horizontalspannungen weisen in der Dammitte eine ausgeprégte
Diskontinuitdt auf. Dies ist eine Folge der Idealisierung des Ker-
nes als einer Membran., In Wirklichkeit hat der Kern einen betrdcht-
lichen Querschnitt, und die Spannungen veréndern sich kontinuierlich
innerhalb dieser Zone. Das Bild der Abweichungen der Normalspannun-
gen vom Ueberlagerungsgewicht hat sich stark verdndert (Fig.l7b).
Auf der Luftseite nehmen die Abweichungen nur quantitativ zu, woge-
gen sie auf der Wasserseite im zentralen Bereich ein anderes Vor-

zeichen aufweisen.

Die grossten Verdnderungen ergeben sich fiir die Horizontalspannun-
gen, die in Fig.18a dargestellt sind. Daraus geht hervor, dass auf
der Wasserseite eine grosse Zone mit Zugspannungen auftritt, Diese
Tatsache kann in Anbetracht der Hypothese eines vollelastischen Ma-
terials nicht iberraschen, In Wirklichkeit kann jedoch ein kohii-
sionsloses Bodenmaterial nicht nur keine Zugspannungen aufnehmen,
sondern, wie aus Kriterium (3,16) hervorgeht, miissen die Horizontal-
spannungen einen gewissen Minimalwert aufweisen, damit das Material

nicht zum Bruch kommt.

Die Annahme, dass dieser ganze Bereich plastisch ist, kann nicht be-
friedigen; denn es ist méglich, von einer Oberflache zur andern

durchgehende Gleitlinien in dieser Zone zu ziehen, womit die Voraus-
setzungen einer Rutschung erfiillt wiren, was im Widerspruch zur Er-
fahrung steht. Vermutlich entsteht entlang des Kerns eine Art Fuge.
Die Luftseite verformt sich unter dem Einfluss des Wasserdrucks und
des infolge der Fuge aktivierten Erddrucks der Wasserseite. Letzte-
re macht zwar die Horizontalverformungen mit, lehnt sich aber an die
Luftseite wie an eine rauhe Stiitzmauer an, ohne Horizontalspannungen
aufzunehmen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit war es nicht mig-

lich, diese Hypothese rechnerisch zu untersuchen. Auf der Luftseite

bewirkt der Wasserdruck gréssere Horizontalspannungen, so dass der
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Sicherheitsfaktor gegen eine Rutschung grosser wird. Dies zeigen
auch die Gleitlinien, die einen kleineren Kriinmungsradius haben und

dementsprechend tiefer in den Dammkorper eingreifen (Fig.18b).

Es stellt sich die Frage, ob Verschiebungen und Spannungen der Luft-
seite infolge Wasserangriffs mit denjenigen an einem elastischen,
unendlichen Keil vergleichbar sind. Die Lisung dieses Problems
stamat von Lévy [15], und ergibt in einem Horizontalschnitt geradli-

nige Spannungen (Fig.19).

I ( _Z_XJ Sy oo Y x
T2 0 Y T 0/; Sty Ty Thro (3,17)
Die Integration dieser Spannungen ergibt fiir die Verschiebungen der
Dammkrone, unter Annahme, dass Punkt A keine Verschiebungen auf-

weist:

up= Yoo Upe) Hg2 g o) Ha? [L+ & J (3,18)
E 13?0 2E A-p 11920

Fiir die Ableitung dieser Formeln im ebenen Spannungszustand siehe
[12]. Die Spannungen in einem unendlichen Keil und in einem Damm

auf fester Unterlage sind in Fig.19 eingezeichnet. Ihr Verlauf

X 3 W
b Tw-Hi
" ig )
A
Y
S Txy
B
LEvv (Unenoucuer Kei) ———DaMM Aur FeSTER UNTERLAGE

Fig.19 Spannungen im unendlichen Keil - Damm auf Fels.
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weist nur fiir §_ eine gewisse Aehnlichkeit auf, Die Verschiebun-
gen genmiss (3,18) ergeben: w, = -11,3 und v, = +25 cm, wogegen die

genaue Rechnung u, = -30 und v, = +17 om ergibt.

Die vorliegende Berechnung liefert unter den gewéhlten Annahmen bei
Wasserdruck nur fiir Verschiebungen und Schub- resp. Vertikalspannun-
gen befriedigende Ergebnisse. Die Formeln (3,17) und (3,18) konnen
unter Betrachtung eines unendlichen, elastischen Keils (Annahme

Lévy) auch fiir eine grobe Schétzung nicht verwendet werden.
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4. Kapitel: Dimme auf elastischer Unterlage.

al s und Versehiebupgen in einer elastischen Schicht auf

starrer, rauker Unterlage,

Erddémme werden oft auf einer deformierbaren Unterlage erstellt, die
durch ihre Verformungen die Spannungen und Verschiebungen des Dammes
beeinflusst. Es ist méglich, diese Verhiltnisse rechnerisch zu er-
fassen, wenn der Untergrund in der Tiefe Ji, von einer horizontalen
Felsoberfléche begrenzt wird, Dazu muss vorerst der Spannungszu-
stand in einer elastischen Schicht unter einer senkrecht resp, hori-
zontal angreif'enden Streckenlast abgeleitet werden. Zwei Annahmen
kbnnen getroffen werden: Entweder setzt man zwischen der elasti-
schen Schicht und ihrer Unterlage (AB, Fig.20) eine reibungsfreie
Lagerung oder vollkommene Haf-
tung voraus. Dieses Problem
wurde fiir eine vertikale Ein-
zellast bei reibungsfreier Un-
terlage von Melan [17], bei
voller Hafiung von Biot [1] und
fiir eine vertikale lLinienlast
bei reibungsfreier Unterlasge
von Melan und bei voller Haftung
von Marguerre [16] gelést. In
diesem Kapitel wird, als zu-
sitzliche Entwicklung, die Lo-
sung fiir eine iiber die Breite 2a verteilte, gleichftrmige vertikale
Streckenlast p und eine ebensolche horizontale Streckenlast T unter
Annahme voller Haf'tung der elastischen Schicht an der Felsoberfliche
abgeleitet., Die Losung wird nach dem von Marguerre ausfilhrlich be-
schriebenen Verfahren gewonnen, so dass wir uns auf eine knappe Dar-

stellung der Ableitung beschrénken.
Fir die Bipotentialgleichung V*\=0 (2,7) ldsst sich fiir das vorlie-

gende Problem ein ginstiger Losungsansatz in Form eines Fourierinte-

grals anschreiben:
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wobei W, (x,y) fir beziiglich x symmetrische Belastungsfille, \Y,(x,y)
fiir beziiglich x antisymmetrische Belastungsfdlle anzusetzen ist.
A (G 500 D, (1) miissen jeweils aus den Randbedingungen bestimmt
werden. Spannungen und Verschiebungen lassen sich gemdss (2,6) resp.

(2,1) wie folgt darstellen:

Vertikale Last (4,2)

o

ik .
Ty™” m’ Jﬂ/\z[mfmlg + By Coshy + (4 (Cos Ay + Ay Sindy)+

Dy (Sindy +2y Cos Ag) ] sin Al

X w
zu=_f[(w)% = U T e = («,ojg {uGony + 30 Sy +

+ Gy [2(4p) Sindy + Ay CosAy] + Dy [2 (4-4) (osal,ms.nm};;mal

a9, ‘ o
EV=J[ U5 4 (s s by = U+ “)Jf {-m Sinhy By Coshy+

+C. [(020) Cosdy- Ry SinAgl D, [(4-1»5.'";3«1wsm}wAA
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Horizontale Last (4,3)

(3 -(4+#)J)‘{H1(m by BySindy + Co [2(Ap) Sinhy + Ay Coshy ]+

+D, [2(4w) Coshy + Ay S&n)\q]}zw}xd}

Ev- uwj;(.ulxw “Balos My + €y [(124) Cos Dy~ Dy Sindy ]+
(J

D, [(4-24) Sindy- Ny (mg]} sin Ax dh
Die Randbedingungen lauten wie folgt:
(4,4)
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Horizontale Last

(4,5)

Nach der Theorie der Fourierintegrale [7] lassen sich die Belastun-
gen f(x) resp. g(x) darstellen als

£(x) = %ﬂrﬁ% cos Axed) (4,6)
6(o) %j 028 s dxd) (.
° Aa

Setzt man nun die Gleichungen (4,2) und (4,6) in (4,4) ein, resp.
(4,3) und (4,7) in (4,5), so erhilt man 2 Gleichungssysteme mit 4
Unbekannten, aus denen sich die Grossen Ay (4) ... D, (A) berechnen
lassen. Man erhilt:

(4,8)
B4
-
)]
Dy = afray
sinda “
Rpw - 4558 2 [y S AW A, Cos )
B, = X5 sinda Oolid 1) tochly - Ay Sind My ]
(4,9}

SES



wobei die Determinante des Systems lautet:

Um die Schreibweise etwas iibersichtlicher zu gestalten, fiihren wir
dimensionslose Variablen sowie einige Abkiirzungen ein:
- 4 M= 2(Up)losz +2 Sinz

~
=
"

(4-24)8inz -z Cos 2
2(4#p)Cosz -2 Sinz
5 E s (4,10) P=(-2x)Sinz+zCosx (4,11)

- % -y D= 4(-p)?Cos? 2 - (-2 42 Sin*z +22

R r» = © XM
"
mi
o
o
“

Setzt man (4,8) in (4,2) und (4,9) in (4,3) ein, unter Beriicksichti-
gung von (4,10) und (4,11), so erhdlt man folgende Ausdriicke fiir die

Spannungen:
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Die Richtigkeit der Ausdriicke (4,12) und (4,13) kann man iiberpriifen,
indem man den Ursprung des Koordinatennetzes in den obern Rand der
Schicht verlegt und H, gegen oo streben lasst. Dann erhdlt man die
Losungen fiir die unendliche Halbebene (siehe z.B. Girkmann, $.59).
Der Beweis, der fir alle Ausdriicke durchgefiihrt wurde, wird hier
seines Umfanges wegen ausgelassen,

Die Auswertung der Integrale muss punktweise erfolgen, wobei ¢, ()
und ¥ als Parameter auftreten. Der Integrationsbereich wird in 2
Intervalle aufgeteilt: fiir O=z<5 verwendet man die Simpson'sche

Regel, fiir z=5 werden die Integranden vereinfacht mit der Beziehung

(4,14)
wobei die Ausdriicke entstehen:
(4,15)
oo
(.OSEZ -cos
o Ty 20 Tnbe st D,
s
(4,16)
In den Ausdriicken (3,15) und (3,16) treten die 2 Integrale
-Xz
o Es und e dz
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auf, die nicht geschlossen integriert werden kinnen. Durch fortge-

setzte partielle Integration erhdlt man folgende Reihe:
(4,17)

wobei sich die Koeffizienten K und L aus den Rekursionsformeln er-

geben:

(4,18)

Die Anfangswerte sind:

Diese Reihen weisen oft ein semikonvergentes Verhalten auf. IZu i

rer Berechnung wurde ein Wynnscher Algorithmus verwendet. [25]

In Fig.2l sind die Spannungen (4,12) und (4,13) fiir x =0,3 an der
Felsoberfliche (P =0) und in der Mitte der elastischen Schicht
(®=0,5) dargestellt. Vergleichshalber wurden die Boussinesq'schen

Lésungen fiir den elastischen Halbraum eingezeichnet.

Bine interessante Zusammenstellung ergibt sich fiir die Druckvertei-
lung auf der Unterlage infolge einer Vertikallast. Die 4 eingezeich-
neten Kurven entsprechen den folgenden Annahmen und ergeben in der
lLastmitte folgende Maximalwerte:

Elastischer Halbraum (Boussinesq) [ 0,57-,?!—:9

Starre Unterlage mit reibungsloser Oberfliche (Melan) nyo,95~?2
2

Starre Unterlage mit Haftung (strenge Ldsung) [ 0,78'}2{—82
2
Starre Unterlage mit Haftung (Naherung) G -o,eai—“E
2

Von Terzaghi wird eine Niherung empfohlen (S.424), die darin besteht,
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die Boussinesq'sche Losung mit einer reduzierten Héhe zu verwenden.
Die Schubspannungen stimmen mit der Losung von Boussinesq gut iiber-

ein, wogegen die Horizontalspannungen einen ganz anderen Verlauf ha-
ben, Fir ()=0,5 sind die Abweichungen allgemein nur noch klein, was
gemiss dem Prinzip von St.Venant zu erwarten war. Fir die Berech-

nung empfiehlt sich deshalb die Verwendung der exakten Losung (4,12)
und (4,13) fir $=0,5, wogegen fiir $=>0,5 die wesentlich einfacheren
Boussinesq'schen Gleichungen mit guter Niherung verwendet werden kin-

nen.

Fiir die Rechnung benétigt man die Verschiebungen am obern Rand der
elastischen Schicht. Setzt man in den Gleichungen (4,2) und (4,3)
unter Verwendung von (4,8) resp. (4,9) y=H, ($=1), so erhalt man

die folgenden Ausdriicke:

Vertikale last

b

B
Diese Integrale sind von g unabhingig; demn der Wert des Ausdruckes
unter dem Integralzeichen ist umgekehrt proportional zu g_§4 Die ein-
sigen Parameter sind o und X% .

Macht man die Vereinfachung gemiss (4,14) und vernachldssigt z gegen-

iBerle 2 Meolcrralt et
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Rest u_ =

! e -2y 2

(4,21)

also Integralsinus- und Integralcosinusausdriicke, die in vielen Wer-
ken tabelliert sind. Die Grenziibergénge fiir H,— oo fihren auf die
Losungen fiir den elastischen Halbraum, die z.B. bei Hondermarcq [11]

fiir eine vertikale Streifenlast angegeben sind.

(4,22)

Die u-Verschiebungen der Oberfliche des elastischen Halbraumes sind
somit konstant und entsprechen dem Wert aus Gleichung (4,19) in der
Lastmitte. Die v-Verschiebungen kénnen nur auf eine additive Kon-
stante genau bestimmt werden, d.h. als Relativverschiebungen gegen-

tiber einem beliebig w&hlbaren

xpunkt. 'Wir verzichten deshalb auf
eine zeichnerische Wiedergabe dieser Kurver.

Da die Einflusslinien der Verschiebungen fiir die Relaxation bendtigt
werden, sind in der Tabelle I die genauen Werte verzeichnet. Im

Fig.21 sind sie fir s =0,3 und 4 =0,15 aufgezeichnet.

In Anhang B ist als Beispiel die Programmierung der Einflusslinie

der G -Spannung unter vertikaler Last beschrieben.
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Fig.21b :  Spannungen in der Schicht
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Fig. 21c: Spannungen in der Schicht

‘alspannungen bei Vertikallast

02 04 0.6 0.8 10 12 14 6 X=

03 =
0 2
o ==

02 04 05 08

- 49 -



Befindet sich unter dem Erddamm nicht der inkompressible Fels, son-
dern eine elastische Schicht, so verformt sich diese unter der Ein-
wirkung des Dammes. Die Horizontal- und Vertikalverschiebungen der
Schicht konnen mit den Formeln (4,19) und (4,20) berechnet werden,
indem man die vom Erddamm an der Schichtgrenze iibertragenen Verti-

kal- und Schubspannungen durch eine Abtreppung approximiert (Fig.22).

Fig.22 Berechnung der Unterlageverschiebungen.

Bezeichnet man die Verschiebung im Punkt K infolge einer gleichfér-
migen Last im Abschnitt j mit “cki ; 4Ty, respektive u"kJ f VTkj' s0

ergibt das Superpositionsgesetz:

(4,23)

Der Erddamm macht diese Verschiebungen mit, und dadurch wird sein
Spannungszustand verindert. Die Berechnung des gesamten Korpers,
Damm plus Untergrund, erfolgt deshalb etappenweise.

Zuerst wird der Spannungszustand im Erddamm unter Annahme einer in-
kompressiblen Unterlage ermittelt. Die daraus resultierenden Span-
nungen an der Schichtgrenze ergeben gemédss den Formeln (4,23) eine

deformierte Unterlage, die die Randbedingungen fir die Berechnung
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des Spannungszustandes der 2, Phase darstellt., Diese sich daraus
ergebende wechselseitige Anpassung von Spannungszustand im Erddamm
und Verformungen der Unterlage konvergiert gegen die Losung des Ge-
samtkorpers. Aus Rechnungszeitgrinden empfiehlt es sich, den Span-
nungszustend fiir eine bestimmte Unterlageform nicht auszurelaxieren,
sondern die Unterlageverformungen nach wenigen Relaxationsschritten
auszugleichen,

Verwendet man zur Berechnung der Unterlageverschiebungen im Verlauf
der Relaxation denselben Ueberrelaxationsfaktor wie im Damminnern
(w,~1,7), wird das Verfahren divergent. ), muss deshalb vermindert
werden, bei grossen Verformungen der Unterlage sogar ganz betrécht-
lich. Fiir die Parameter des im folgenden besprochenen Testbeispiels
wurde der Ueberrelaxationsfaktor auf ,=0,17 reduziert, um eine

Konvergenz zu erhalten.

Folgende Annahmen sind dem Testbeispiel zugrundegelegt:

Form des Dammes: wie Damm auf fester Unterlage.
Materialkonstanten: fty=ph2=0y3 B =E,=10000 t/m2
Angriffskrafte: Eigengewicht ﬁ‘:z,l t/m3
Unterlage:

Randbedingung an der volle Haftung

Unterlagen “Damm = “Untergrund

YDamm ~ YUntergrurd

Aus der Losung (Beilage 3) geht hervor, dass die elastische Schicht

muldenformig verformt wird (Fig.23). Die maximale Setzung unter der

Hi:H2 =1 Eq:E2 =1

L

lem=1,5m

Fig.23 Verformungsmulde der Schichtgrenze.

Dammitte betrdgt 126 cm, winrend an den Dammenden nur noch kleine
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Setzungen von 7 resp. 4 om auftreten, Die grossten Horizontalver-
schiebungen entstehen ungefihr unter der Mitte der Boschungen und
betragen -24 resp. +21 cm. Die Spannungen im Damminnern werden mit
den Formeln (3,9) aus den Verschiebungen berechnet. In der Unterla-
geschicht sind die Einflusslinien (4,12) und (4,13) zu verwenden.
Die Belastung ist durch die vom Damm auf die Unterlage ibertragenen
Vertikal- und Schubspannungen gegeben., Man erhdlt so im Untergrund
nur die Zusatzspannungen infolge Auflast. Fir die effektiven Span-
nungen sind diejenigen infolge Higengewicht des Untergrundes zu
iiberlagern. In den folgenden Diagrammen sind im Untergrund nur die
Zusatzspannungen dargestellt, da die Eigengewichtsverhaltnisse von
Fall zu Fall variieren.

Die Vertikalspannungen (Fig.24a) ergeben ein dhnliches Bild wie beim

Damm auf fester Unterlage. Die Abweichungen gegeniiber den r;‘is-
Kurven sind etwas grosser; das Maximum in der Dammitte betrdgt -18%.
Die Lastausbreitung im Untergrund ist klein. Die Lastspitze auf der

Felsoberfldche hat sich gegeniiber der Schichtgrenze nur um 10% ver-

mindert, wogegen z.B. im elastischen Halbraum fiir eine dreieckftr-

mige Auflast eine Reduktion um 25% auftritt. Sinen stark verdnder-
ten Verlauf weisen die Horizontalspannungen (Fig.24b) auf. Vor al-
lem gegen die Schichtgrenze zu werden sie kleiner. In der Dammitte
hat sich Gy von 7,9 auf 4,3 kg/cm2 vermindert. Zeichnet man, wie
in Kapitel 3c, die 3 Bereiche Elastisch, Uebergang, Plastisch auf,
unter Annahme von ¢ =30° resp. p-34° als Grenzkurve, so zeigt
Fig.25, dass die plastische Zone grisser geworden ist, dass sie sich

nach unten verschoben hat und in den Untergrund hineinreicht.

Die maximalen Schubspannungen (Fig.26a) haben vor allem in der Nihe

der Schichtgrenze zugenommen. Ihr absolutes Maximum liegt in der
Unterlageschicht unter der Dammitte. Die Gleitlinien (Fig.26b) ha=-
ben nicht stark gedndert. Ihre Fortsetzung im Untergrund ergibt
eine thnliche Form, wie sie die Gleitfléchen aufweisen, mit denen
der Grundbruch einer Boschung gerechnet wird. Dieser tritt nur bei
Materialien mit sehr kleinen Reibungswinkeln auf. Die dem Grund-
bruch entsprechenden Gleitlinien miissen deshalb mit z=0,45-0,5 ge-

rechnet werden.
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Einfluss der

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Unterlageschicht auf Ver-
schiebungen und Spannungen des Erddammes untersucht, wobei als Para-
meter gleichzeitig die Schichtdicke H, und der Elastizit&tsmodul E,
betrachtet werden., Berechnungen wurden durchgefiihrt fiir

E :E,=0,2; 1 2, bei H :H,=1, und fir H :1,=2,5; 1; 0,4 bei Ey:E,

Die numerischen Lisungen sind in den Beilagen 4/5 angegeben.

Die interessanteste Verschiebung ist die maximale Setzung des Unter-
grundes unter der Dammitte., Fiir deren Berechnung kann eine gute Ni-
herungsformel angegeben werden, deren Ableitung in Anhang A wieder-
gegeben ist. Der Spannungszustand im elastischen Halbraum unter ei-
ner dreieckférmigen Normallast wurde von Bishop [2] hergeleitet.

Durch Integration erhdlt man daraus die Verschiebungen des Halbrau-

mes auf eine additive Konstante genau. Wahlt man als Fixpunkt den

Punkt senkrecht unter der Dammitte in der Tiefe so wird die ge-

2
suchte Setzung (Bezeichnungen siehe Figur Anhang):
FLALS e ms Ha*
ket -2 (Arly s Ay ) 4 2 (0og ™+
(4,24)
4 He H
+mLogNzl ml.ogm‘z gLngl+Hz
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In Tabelle II sind die Resultate gemiss strenger Lésung und geméss

Formel (4,24) zusammengestellt.

Tabelle II

v, fal | v, [ed]mem v, Bil |v, b4
strenge Losung| (424) | fir Hy =1|strenge Losung| (4,24]
|

0 0 0 0 | 0
51 48,7 0,2 25,9 | 25
126 125 1 126 | 125
262 283 2 241 ‘ 250

Die Uebereinstimmung ist sowohl in bezug auf den Einfluss von H2

als auch von E, sehr gut. Die Abweichungen sind kleiner als 47

Es ist festzuhalten, dass mit dieser Methode nur die Setzung der
Dammitte berechnet werden kann. Der Grund dazu ist folgender: Zur
Ableitung der Formel (4,24) wurde erstens der Einfluss der Schub-
spannungen an der Schichtgrenze vernachldssigt, und zweitens ist nur
der zentrale Punkt in der Tiefe H, verschiebungsfrei, wogegen bei
der strengen Lisung der ganze Schnitt als starr vorausgesetzt wurde.
Diese Annahmen beeinflussen offenbar die Verschiebung der Dammitte.
nur sehr wenig, ergeben aber im ibrigen véllig andere Verschiebun-
gen. In Fig.27 sind einige Setzungsmulden nach der strengen Lisung
dargestellt, die zeigen, dass vor allem bei einer weichen Unterlage-
schicht betréchtliche Horizontalverschiebungen auftreten konnen.

Wird ein Erddamm auf einer elastischen Schicht fundiert, so kommt
den Schubspannungen in der Kontaktfliche eine grosse Bedeutung zu.

Zu ihrer Berechnung wird meistens angenommen, dass sich der Damm in
einem aktiven Rankine'schen Plastizitétszustand befindet, Diese An-

nahme fithrt zur Formel:

(4,25)
£ = Breite der Dammschulter an der Basis.

Zur Bestimmung von p wurden mehrere Beispiele nach dem Verfahren
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WaiHa=25  E4iBaad

lem=1,5n

\ N

Hi:H2 24 E1:E2 208

Fig.2

von Engesser-Rendulic [19] durchgerechnet mit dem Ergebnis =1,6-1,7,
wihrend Creager [14] aufgrund photoelastischer Versuche den Wert
¢=1,4 angibt. In Kapitel 3d wurde dargelegt, dass zwischen x und ¢
eine Relation besteht, In Fig.28 haben wir die maximalen Tyy-Span-

nungen an der Kontakt-

ey e fléche der Luftseite -
Tt plastisch geméss Formel
(4,25) in Funktion von

o, PuasmiscH

 mit denjenigen nach
der Elastizitdtstheorie

in Funktion von x unter

oo Verwe'ndung der Glei-
chung (3,13) - vergli-
chen., Die Uebereir

005

stinmung ist, zum

min-
desten im praktisch

vorkommenden Bereich

(4 =0,2-0,4), annehmbar,

Fig.26 Max. Schubspannungen in Fkt.

des Dammaterials.
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Formel (4,25)
liefert die
Kontaktspannun-
gen unabhingig
vom Untergrund.

Wie Pig.29
zeigt, ist die-

se Annahme in 006[0 4 2 Er:E2
bezug auf einen = 4 o5 HiHa

variablen

E-Modul des Un- Unterlage.

tergrundes ge-

Fig.29 Max. Schubspannungen in Fkt. der

rechtfertigt. Hingegen hat die Schichtdicke H, einen wesentlichen

2

Einfluss auf die Schubspannungen, die bei wachsendem H, zunehmen.

15
Te W

00| Ei:Ex

— — HaHe

[o] 1 ] Ea:Ex
= 1 05 HitHa

Fig.30 Normalspannungen in Fkt.
der Unterlage.

In Fig.30 sind
die Normalspan-
nungen im Kon-
taktpunkt in der
Dammitte darge-
stellt. Die
Vertikalspannun-
gen nehmen nur
unbedeutend ab,
wihrend die Ho-
rizontalspannun-
gen eine starke
Abhéngigkeit vom
Untergrund er-
kennen lassen,
Die Kurve des

T paxmax (9iche
Fig.31) hat in
Funktion der
Schichtdicke ein

Maximum, in Funktion des E-Moduls ist sie jedoch monoton steigend.

Erstere Kurve strebt asymptotisch gegen den aus der Literatur bekann-

ten Wert fir den elastischen Halbraum (Jiirgenson: 0,256 [13];
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Max, Schubspannun-
gen in Fkt. der
Unterlage.

Bishop: 0,258). Der Punkt, in dem s auftritt, liegt in der
Dammitte, verschiebt sich jedoch bei zunehmender Schichtdicke von
der Kontaktfléche bis zu 2/3 H) in den Untergrund. Ein variabler
B-Modul jedoch verindert die Position des T, . nicht.

Zun Schluss sei darauf hingewiesen, dass die Differentialgleichung
eines elastischen Scheibenproblems (2,7) die Elastizitdtskonstanten
Eund s nicht enthdlt. Sind am Rand einer Scheibe nur Spannungsbe-
dingungen zu erfiillen, so kénnen diese Probleme unabhingig von E
und s gelost werden, Dies ist der Fall fiir einen Damm auf elasti-
schem Halbraum bei Annahme gleicher Elastizititseigenschaften von
Damm und Untergrund. Sind aber Verschiebungsbedingungen zu erfiil-

len, wie z.B. das in einer in iblen Schicht, miis-

sen Eund w fiir Damm und Untergrund explizit gewshlt werden und
beeinflussen Spannungen und Verschiebungen. Es ist klar, dass die-
ser Einfluss mit wachsender Schichtdicke kleiner wird. Die Resul-

tate streven schliesslich fir ein beliebiges u (bei E):E,-1) gegen

1
die lLosung im elastischen Halbraum. Die Untersuchungen fiir u =0,3

zeigen aver, dass die meisten Spannungskurven in Funktion von i

betrichtlich variieren. Die Spannungen sind auch vom Verhdltnis
E,:E, abhingig, wobei in diesem Falle keine asymptotischen Werte

vorhanden sind. Will man sich also ein klares Bild von Spannungen
und Verschiebungen in Damm und Untergrund verschaffen, ist es uner-

lisslich, den Gesamtkirper zu berechnen unter Verwendung der ent-
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sprechenden elastischen Werte.

d) Einfluss des Wasserdrucks.

Das VWasser wird in den im folgenden besprochenen Rechenbeispielen in

derselben Weise in die Rechnung einbezogen wie beim Damm auf fester

Unterlage. Auf der Wasserseite ist das Eigengewicht yo'= 1,2 t/m3,
auf der Luftseite

Kern wirkt ein hydrostatischer Druck. Als Parameter fir die Unter-
lage wurden dieselben Verhdltnisse

vorhergehenden Kapitel (Beilagen 6 und

Der Einfluss der
U [em] Unterlageschicht
auf die Horizon-
talverschiebungen
ist ganz betridcht-
lich, In Fig.32
sind sie fiir zwei
Punkte der Damm-
mitte (Krone und
Basis) darge-
stellt, Daraus
Fig.32 Horizontalverschiebungen infolge gshtfhexvor;Rdase]
Vias e BRI, bei einer weichen
oder tiefen Unter-
lage an einem 100 m hohen Damm Verschiebungen der Basis bis zu 40 cm
auftreten konnen. An der Krone sind sie entsprechend graésser und

erreichen bei extremen Verhidltnissen 90 cm.

In Fig.33 sind die Vertikal- und max. Schubspannungen fir die Ver-

hdltnisse £ :E =15 H :H =1 dargestellt. Sie weisen in der Mitte

wiederum eine starkelniskontinuitat auf, die auch im Untergrund zu
einem dissymmetrischen Spannungszustand fithrt, Ihre Maximalwerte
bei verinderlicher Unterlage sind in Fig.34 zusammengestellt und
zeigen interessanterseise, dass die Maximalwerte von Gy und T, .
mit Vasserdruck kleiner sind als diejenigen ohne Wasser (vergl.

Fig.30/31).
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L
Ha:H2
o4}
“Tmax max

02)

o 4

. 4
Fig.34 Spannungsmaximalwerte bei Wasserdruck.

Einen grossen Einfluss hat der Wasserdruck auf die Schubspannungen
der Kontaktfléche. Ihrer Berechnung wurde bis anhin nur wenig Be-
achtung geschenkt. Die einzigen dem Autor bekannten Theorien basie-
ren auf der Plastizititstheorie. Den einfachsten Lsungsweg gibt

Fagnoul [6] an, dessen Resultate gute Uebereinstimmung mit der Theo-

rie von Rendulic ergeben., Der Erddamm wird nach Fagnoul in 3 Zonen
eingeteilt. (Fig.35). 1In den Zonen 1 und 3 herrscht Rankine'sches
Fig 35 aktives plastisches Gleichgewicht.

— Die auf die Unterlage iibertragenen

Spannungen sind in diesen Zonen

A

linear:
G- g f (i) (4,26)

Ty = e [ }(“W)

In der mittleren Zone, deren Begrenzungslinien aus dem Mohr'schen
Kreis ermittelt werden, schligt Fagnoul eine parabolische Verteilung

der Spannungen vor. Vergleicht man diese Losung mit derjenigen
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gemidss Elastizitdtstheorie (Damm auf fester Unterlage), so konsta-
tiert man gute Uebereinstimmung (Fig.37a). Den Wasserdruck beriick-
sichtigt Fagnoul, indem er eine dreieckférmige Verteilung der gesam-
ten Wasserlast gemdss Fig.36a auf der Luftseite den Spannungen in-
folge Eigengewicht iiberlagert., Diese Annahme fiihrt in der Dammitte
zu einer starken Diskontinuitdt (Fig.37b) und ergibt auf der Luft-
seite im Vergleich zur Elastizititstheorie zu grosse Schubspannun-
gen. Wir haben deshalb eine dreieckftrmige Verteilung der Wasser-
last iiber die gesamte Basis (36b) untersucht. Die Uebereinstimmung
bei diesem Vorgehen mit der exakten Losung ist im Allgemeinen be-

friedigend, im Spezialfall H,=0 gut (37b).

2
Auch bei Wasserdruck sind die Schubspannungen vom elastischen Unter-
grund abhdngig. Fig.3Tc zeigt, dass dier . mit der Deformierbar-
keit der Unterlage zunehmen. Wichtig ist auch die Tatsache, dass
dieses Maximum nach aussen wandert., Rendulic [19] hat 1938 eine
noch heute verwendete Dimensionierungsmethode von Erddimmen vorge-
schlagen, die als Bedingung festlegt, dass der vom Damm auf die Un-
terlage iibertragene Lastwinkel tg y= %%—kleiner als der Reibungs-
winkel des Untergrundmaterials sein muss. Daraus geht sofort die
Bedeutung der Position von T .. hervor.

Die Folgerungen aus diesem Kapitel sind, dass eine elastische Unter-
lage einen Erddamm massgebend beeinflusst. Nebst den Verschiebungen
sind vor allem die Kontaktspannungen zwischen Damm und Untergrund
empfindlich vom Untergrund abhingig. In diesem Zusammenhang mag
darauf hingewiesen werden, dass allein in den Jahren 1937/38 in den
USA 3 Dammbriiche auf Versagen des Untergrundes [14] zuriickgefiihrt

werden, darunter die grosse Katastrophe von Fort Peck.

Bei allen Vorbehalten gegeniiber der Elastizitétstheorie darf als Re-
sultat dieses Abschnittes festgehalten werden, dass qualitative Un-
tersuchungen viele wertvolle Hinweise liefern und dass die quantita-
tiven Ergebnisse mit Beobachtungen und erhirteten Dimensionierungs-

methoden sehr oft in durchaus befriedigender Uebereinstimmung sind.
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Fig.3] Schubspannungen an der Schichtgrenze

Try a) Damm auf fester Unterlage
YeHi ohne Wasser

o~

Tn"(_ b) Damm auf fester Unterlage
N

mit Wasser

strenge Losung

~o
Ueberlagerung <
\ | Fagnoul
\
——
T‘i ¢) Damm auf elastischer Unterlage
oouy Jet nit Wasser
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III Die Berechnung von Erddimmen nach der

Plastizitdtstheorie

5. Kapitel: Allgemeine Theorie.

der Plastizitétstheorie.

Wird eine zylindrische Bodenprobe axial belastet, so erhilt man ein
in Fig.38 dargestelltes Verformungsdiagramm. Bis zu einer als
Fliessgrenze bezeichneten Spannung
G "_F ist die Kurve einigermassen li-
55 near. Wichst die Belastung bis zur
Bruchspannung ¢, so erleidet das
£ r— Material statkeBDe[ctmanonen, die
/ auch bei volliger Entlastung nicht
/ mehr verschwinden. Mannennt sie

plastische Deformationen, im Gegen-

satz zu den elastischen Deformatio-

Ept Eel nen, die proportional zur Belastung

zu- oder abnehmen. Bei den Berech-
Fig.38 Verformungsdiagramm

einer Bodenprobe.

nungen im vorhergehenden Abschnitt
haben wir geméss Elastizitétstheo-
rie das Verformungsdiagramm 1 lings OF (Fig.39) angenommen. Treten
in Material grossere Spannungen als die Fliessgrenze auf, so ist

diese Voraussetzung unkorrekt, und es muss ein der Wirklichkeit an-

gepasstes Verformungsdiagramm verwendet werden. Von den in der ein-

Elastisch

Starr - ideal plastisch

Starr - plastisch mit Verfesti-
gung

Elastisch - ideal plastisch

Q
®
®
@
®

Elastisch - plastisch mit Ver-

festigung
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schligigen Literatur tiber Plastizititstheorie vorgeschlagenen Appro-
ximationen ist die Annahme eines elastisch-idealplastischen Verhal-

tens fiir Bodenmaterialien wohl die beste Naherung (Fig.39, Kurve 4).

Liegt ein mehrdimensionaler Spannungszustand vor, so ist die Fliess-
grenze 0y
Fliessfunktion. In der Bodenmechanik verwendet man als Fliessfunk-

Funktion simtlicher Spannungen. Man nennt diese Funktion

tion f das Mohr-Coulomb'sche Gesetz, welches, in Hauptspannungen

ausgedriickt, wie folgt lautet:

(5,1)

wobei @ die grosste und 0, die kleinste Hauptspannung ist. Da jede
Hauptspannung sowohl den gréssten als auch den kleinsten Wert haben
kann, sind 6 Kombinationen méglich, somit 6 Fliessfunktionen zu be-
riicksichtigen, Gleichung (5,1) stellt im Hauptspannungsraum eine
hexagonale gerade Pyramide dar mit dem Scheitel im Punkt

6= G,= Gy=c+ctg y. In ebenen Verformungszustand gilt:

(552)
Die Schnittfléche zwischen der Ebene (5,2) und der Pyramide (5,1) ist
der Bereich, innerhalb welchem ein Spannungspunkt sein kann. In
Fig.40 ist die Projektion dieser Schnittfléche fir die beiden Extrem-
werte =0 (d.h. F5=0; ent-
spricht dem ebenen Spannungszu-
stand) und .«=0,5 aufgezeichnet.
Liegt ein Spannungspunkt inner-
halb des Sektors ABCDEF, so ver-
hélt sich das Material elastisch,
und es ist im plastischen Zu-
stand, wenn der Spannungspunkt
auf den Begrenzungsgeraden liegt;
ausserhalb dieses Sektors kann

der Punkt nicht sein.

Fig.40 Schnitt von (5,2) mit

der Fliesspyramide.
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In bezug auf die Formulierung des Stoffgesetzes bestehen gegenwirtig
zwei wichtige Theorien: diejenige der elastisch-plastischen Deforma-
tionen und diejenige des plastischen Fliessens, In der ersteren
wird eine Gesetzmissigkeit zwischen Spannungen und Verzerrungen, in
der letzteren eine solche zwischen Spannungen und Verzerrungsge-
schwindigkeiten angenommen, Erst weitere Versuche werden zeigen,
welche Theorie der Wirklichkeit am besten entspricht. In der vor-
liegenden Arbeit wird ein Stoffgesetz des plastischen Fliessens ver-

wendet: die plastischen Verzerrungsgeschwindigkeiten sind proportio-

nal dem Gradienten der Fliessfunktion. Diese erhilt somit die Be-
deutung eines plastischen Potentials. Die plastischen Verzerrungs-

geschwindigkeiten lauten

(5,3)

f = Fliessfunktion & = positiver unbestimmter Faktor

Die totalen Verzerrungsgeschwindigkeiten setzen sich aus einem ela-
stischen und einem plastischen Anteil zusammen, und das Stoffgesetz
eines elastisch-idealplastischen Kérpers lautet in bezug auf Haupt-

spannungen und Hauptverzerrungen wie folgt:

(5,4)
53 = 1,2,5

Bij = Matrix resultierend aus dem Hooke'schen Gesetz.

+ = Ableitung nach der Zeit oder einer andern monoton variierenden
Grésse. Im Falle eines Erddammes wiéhlt man vorteilhafterweise die
Belastung als Variable, d.h. wdhrend der Bauphase die Aufbauhche,

wdhrend des Staues die Stauhdhe.

Die Gleichungen (5,4) sind in den seltensten Fillen geschlossen in-
tegrierbar, Die Zeit resp. die Belastung tritt somit als Variable
auf, und das Berechnungsproblem eines elastisch-idealplastischen
Dammes stellt sich wie folgt:

In einem bestimmten Belastungsmoment sind Verschiebungen und Span-
nungen bekannt. Werden entlang der Oberfléche F die Spannungsge-
schwindigkeiten §; veréndert, so sind Spannungen und Verschiebungen
des Dammes unter der neuen Belastung zu bestimmen., Als statische

Gesetze konnen dazu entweder die Differentialgleichungen des
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Gleichgewichts (2,4) oder ein Extremalprinzip verwendet werden. 2Zu

dessen Formulierung definieren wir vorerst:

Man nennt ein Verzerrungsgeschwindigkeitsfeld E.i kinematisch zulds-
sig, wenn es aus einem Verschiebungsfeld x5 abgeleitet ist, das die
Randbedingungen erfiillt. Dann lautet das Extremalprinzip: Unter
allen kinematisch zuldssigen Verzerrungsgeschwindigkeitsfeldern
macht das wirklich vorhandene den Ausdruck

J= 4|6 g dV-

v k2

zu einem Minimum. Darin bedeutet &, ein Spannungsgeschwindigkeits-

x; - dF (555)

i

feld, das durch die Gleichungen (5,4) dem Verzerrungsgeschwindig-
keitsfeld £; zugeordnet ist.

Sind die Gleichungen (5,4) nicht geschlossen integrierbar, kénnen
nur Spannungszusténde berechnet werden, die sich um infinitesimale
Zeit- resp. Belastungsintervalle unterscheiden. Praktisch geht man
so vor, dass man die Gleichungen (5,4) intervallweise integriert und

die Spannungszusténde sukzessive berechnet.

der numerischen

VWir setzen fiir die folgende Ableitung einen ebenen Verformungszu-
stand und koh&sionsloses Material voraus. Die Fliessfunktion (5,1)
lautet in cartesischen Koordinaten

- fiy)?

gls 2

sinw =0 (5,6)

Fiigt man die beiden Gleichgewichtsbedingungen (2,4) hinzu, so erhdlt
man im plastischen Bereich ein System von 3 Gleichungen mit 3 Unbe-

kannten (Gx, Oy Ty ). Scheinbar kann also die Losung gewonnen wer-

den ohne Beriicksichtigung der -Verf ienh Nun
hat aber Hill [10] nachgewiesen, dass dies nur unter gewissen zu-
sdtzlichen Bedingungen korrekt ist; so z.B. diirfen die Gleitlinien
in plastischen Bereich die elastisch-plastische Grenze nur einmal

schneiden. Wie Fig.9 2zu entnehmen ist, entstehen in einem Erddamm
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geschlossene innere plastische Zonen, so dass die Gleitlinien die
Grenze stets zweimal schneiden. Eine Losung, welche die Gleichun-
gen (5,6) und (2,4) erfillt, ist somit zwar statisch korrekt; ob
aber ein damit vertrdgliches Verschiebungsfeld gefunden werden kann,
muss zusdtzlich gepriift werden und ist sehr fraglich. Aus diesem
Grunde ist es auch fir elastisch-plastische Probleme vorteilhaft,

die Lésung mittels des Extremalprinzips (5,5) zu suchen.

Die Fliessfunktion lautet:
(5,7)

Sie gehort somit in die Klasse der stiickweise linearen Fliessfunk-
tionen, deren Theorie in [6] dargelegt ist. Die Hauptverzerrungs-

geschwindigkeiten werden gemédss (5,4)

G == K

dose . ;
€2 8 (440 66, ]+ AK (5,8)
£y- 0

Diese Gleichungen kinnmen integriert werden fiir ein Belastungsinter-

vall, innerhalb dessen

- die fauptspannungsrichtungen konstant bleiben,

- Jeder Punkt des Dammes entweder elastisch ist und bleibt, oder
plastisch wird und bleibt, oder plastisch ist und bleibt.

Die Hauptverzerrungen lauten dann:

Die Integrationskonstante wird beriicksichtigt, indem mar. entlang der

elastisch-plastischen Grenze K=0 wiklt, wonit auch die Kontinuitat
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mit den elastischen Verzerrungen gewahrt ist. Aus (5,7) und (5,9)

kann K eliminiert werden, und die Hauptspannungen lauten:
(5,10)

Die potentielle Energie im plastischen Bereich wird unter Ver~
wendung der Relation (5,9)

(5,11)
4 Vo
+ 1J<‘KV4*AK51) V=L, 0
Vel
Die plastische potentielle Energie ist also gleich Null. Fihrt man
die Relationen (5,1C) in (5,11) ein, so erhdlt man die potentielle

Energie im plastischen Bereich in Funktion der Hauptverzerrungen

(5,12)

Die eigentliche Rechnung wird in Abhéngigkeit der Verschiebungen u,v
durchgefihrt. Diese sind mit den cartesischen Verzerrungen £, £ s
Fxy Gemiss (2,2) verknipft. Vir schreiben deshalb die potentielle

Energie in Funktion dieser Gréssen:

. 4 4 A 4 4 5,1
L ETJ{%EJLA‘T"QM;. () + £ e gty (2] + 019
Ve

oA Vi
+ Za,sw%xﬁ(w; -Z)} dv
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wobei «,, den Winkel zwischen der x-Achse und der algebraisch grisse-
ren Hauptverzerrung darstellt. x,ist von der x-ichse aus im Gegen-

uhrzeigersinn atzutragen. Die potentielle Energie lisst sich somit

im elastischen wie im plastischen Bereich in der Form ausdriicken:

L- 'ET*J(O‘ e+ 531 oy EEy r S Fiy)d/ (5,14)

mit den Abk:

sngen [4- 15t (T f

Elastischer Bereich: Plastischer Bereich:
w_ _Eld-p
(o) (4-20) 2
- 4
o= o = )]
B=1
_
r=
§ o= A-tu ¥ =12
2 (40

Dadurch wird die Bildung der Operatoren stark vereinfacht, indem im
gesamten Damm dieselben formellen Operatoren (2,24) verwendet werden
kénnen, nur mit verschiedenen numerischen Koeffizienten. Eine gros-
se Unannehmlichkeit ist hingegen der Umstand, dass in den Operatoren
des plastischen Bereichs die Hauptspannungerichtung o, auftritt.
Dies bedeutet, dass in jedem plastischen Funktionspunkt spezielle
Koeffizienten verwendet werden miissen. Fir ein neues Belastungsin-
tervall &ndern die Koeffizienten in jedem plastischen Punkt. Zwi-
schen 2 Berechnungsphasen muss deshalb ein spezielles Programm ein-
geschaltet werden, mit welchem

- die neue plastische Zone festgelegt wird,

- die Koeffizienten in jedem plastischen Punkt gebildet werden,

- die Operatorziffernliste entsprechend abgedndert wird.
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6. Kapitel: Beschreibung eines Testbeispiels.

Als Testbeispiel haben wir denselben Damm auf fester Unterlage ge-
wihlt wie in Kapitel 3a. Das kohisionslose Material hat einen Rei-
bungswinkel von (p= 34° (#No,s). Dann lautet die Plastizitétsbe-
dingung:

[ ac
£ = (1) 0us
—das Material ist elastisch.

= das Material ist plastisch.

In einem horizontal gelagerten Material gilt approximativ
(6,2)

Ao = Ruhedruckziffer,

Wird der Erddamm aufgebtscht, so nimmt das Verhdltnis —%allma’hlich
ab. Berechnet man den Damm rein elastisch, so verliuft das Minimum
des Spannungsverhéltnisses in Punktion der Aufbauhthe gemiss Fig.4l.
Bei einer Aufbauhthe von 90 m entsteht die erste grossere plastische
Zone im Testdamm., Bis zu diesem Belastungsmoment muss nur eine Lo-
sung gesucht werden, da im elastischen Bereich in jedem Punkt Span-
nung und Verzerrung proportional sind. Die Schwierigkeit beim wei-
teren Vorgehen liegt in der Festlegung der elastisch-plastischen
Grenze. Man kann annehmen, dass bei jeder Belastungszunahme der
neue plastische Kern den vorhergehenden voll umfasst. So beein-
flusst also die Entwicklungsgeschichte die Form der plastischen Zone.
Daraus ergibt sich auch die Forderung, dass die Belastungsstufen nur
so gross gewshlt werden sollen, dass die Ungenauigkeit bei der Fest-
legung der Grenze nicht grosser ist als die Ungenauigkeit der nume-
rischen Approximation [10]. Im vorliegenden Problem wurden 3 Stufen
H) = 90, 95, 100 m betrachtet, welche die in Fig.42 dargestellten
plastischen Bereiche ergeben. Ihre Entwicklung ist deshalb wichtig,
weil eine Béschung unstabil wird, wenn eine durchgehende plastische
Zone von einer Bischungsfliche zur andern entstanden ist. Aus

Fig.42 geht deutlich die Progression der Vergrisserung der plasti-
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Fig.42 Plastische Bereiche in Funktion der Aufbauhthe.

schen Zone bei gleicher Last-Erhdhung hervor.

In Beilage 8 ist die Losung fiir die Endphase H = 100 m in Punktiom
der Verschiebungen angegeben. Zum Vergleich mit der Lisung gemiss
Elastizitdtstheorie sind in Fig.43 die Unterschiede zwischen den
Verschiebungsvektoren aufgezeichnet. Daraus geht hervor, dass der
Damm bei Beriicksichtigung der Plastizitdt in der zentralen Zone
grossere Setzungen mitmacht, wogegen die Flanken nach aussen ge-

presst und teilweise gehoben werden. Die Spannungen variieren am
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Fig.43 Verschiebungsvektorenunterschiede zwischen den Lisungen

gemidss Elastizitidtstheorie resp, Plastizititstheorie.

meisten in der plastischen Zone. Die Vertikalspannungen bleiben
zwar ziemlich konstant, hingegen nehmen die Horizontalspannungen zu.
In der elastischen Zone &ndern die Spannungen nur in dem an den pla-

stischen Kern grenzenden Bereich ein wenig.
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IV Beispiel eines ausgefiihrten Dammes:
Die Goeschenenalp

7. Kapitel: Allgemeine Beschreibung und Annahmen fiir die

Berechnung.

In den Jahren 1955/60 wurde auf der Goeschenenalp im Einzugsgebiet
der Reuss ein 155 m hoher Erddamm erstellt. Projekt und Bauleitung
lagen in den Handen der Elektro-Watt in Ziirich, welche fiir die bo-
denmechanischen Probleme die Versuchsanstalt fiir Wasserbau und Erd-
bau der ETH zuzog. FEine detaillierte Beschreibung des Dammes wurde
von G. Schnitter [21] verdffentlicht. Wihrend des Baues wurden im
Damm zahlreiche Dispositive eingebaut, um Verschiobumgen und Span-
nungen zu messen. Zur Interpretation der Messresultate wurde eine
Berechnung nach der in dieser Arbeit beschriebenen Methode durchge-

fihrt.

Die erste Schwierigkeit betraf die Wahl eines reprasentativen Pro-
fils; denn der Goeschenenalpdamm hat einen komplizierten Grundriss
(Fig.45). Ausserdem hat der Felsuntergrund eine sehr unregelmissige
Oberfliche. In der Dammitte befindet sich ein Felsbuckel, auf dem
der Damm rittlings aufsitzt, Um den Einfluss dieses Keils auf die
Horizontalverschiebungen abzuschitzen, wurde das Rechenprofil durch
diesen Bucel gewihlt, Der Rand des Rechenprofils wird durch Fels-
und Dammoberfliche und durch eine seitliche Begrenzung gebildet.
Zwar liegt nur der Kern des Dammes auf dem Fels; im iibrigen wird die
Unterlage durch heterogene Alluvionen gebildet. Da aber eine ana-
lytische Erfassung der Materialeigenschaften dieser Alluvionen un-
moglich war, wurden fiir Damm und Alluvionen die gleichen elastischen
Kennziffern angenommen. Fels- und Dammoberfliche wurden durch eine
Abtreppung approximiert (Fig.47) mit folgenden Neigungswinkeln:
Dammoberfldche @ - 0°/ @ = 45°

Felsoberfliche 0 - 0°/ tg 0 = 4:2

Die seitliche Begrenzung wurde so weit von der Dammachse weg gewihlt

(je 500 m), dass ihr Binfluss nur noch klein sein kann.
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Die Randbedingungen sind wie folgt angenommen:

Seitlicher Rand:

Es sind feste Verschiebungen eingefiihrt.

weo Xﬁuﬂ%ﬂ—) [H2 - £g7] G12)

Dammobers:

= Hohe der Alluvionen;

h

Ueberlagerungshshe.

In jedem Punkt der Oberfléche ist die Normal- und die Tangential-

spannung gleich Null.

Felsoberflich

Das Material haftet voll an der Felsoberfliche; d.h. u=0, v=0. Dom

Fels und der Dammoberfliche entlang miissen spezielle Operatoren for-

muliert werden, einerseits, weil in der Energiesumme (2,12) nur ef-

fektiv vorhandene Fldchen beriicksichtigt werden diirfen, ancererseits

weil die Festwerte u=v=0 die Operatoren verdndern. Als Beispiel sei

der Operator im Punkt 22 der Fig.46 an der Felsoberflache abgeleitet.

Fig.46 Ableitung eines Rand-

operators.

@

bu
Sx

e
G

d_}.’ (“zx - Mu)
i (

Aus SW, NW, NO erhilt der Opera-
tor die Normalanteile (2,16).
Im Schwerpunkt des Trapezes 22,
23, 32, 33 approximieren wir

f {
aie Dif‘ferentials(g"')‘ (4]
. 4

unter Beriicksichtigung der Rand-

bedingungen wie folgt:

Syt h\vu)

Mit Af = #0° wird der Anteil des Trapezes an der Energiesumue

424 4
Ay ‘%[Tz_ﬂ (3 ln)z* 3_4(5"/zz+ l*"u)l*r'm(“u'“u)

M
s [ie (5“11‘ ““u)* 8 (sz - Vuﬂl}

(S Vo +l vn) +

44
(7,2)
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Lei tet man AJ) nach u,, ab und addiert die Normalanteile aus SW, NV,

NO, so ergibt sich folgender u-Operator im Punkt 22:

(7,3)

Es ergeben sich 18 u- und 18 v-Operatoren, deren Ableitung und Pro-
grammierung zwar einfach, aber langwierig ist. Das Netz unfasst 100
Kolonnen mit total 650 Gitterpunkten; das Gleichungssystem hat somit
1300 Unbekannte. Als Blockdiagramm kann man das Schema 1 verwenden.
Die einzigen Aenderungen betreffen die Ceometrie des Dammes (Anzahl

Kolonnen (K), Anzahl Punkte pro Kolonne I (K)), sowie die Operator-

ziffern.
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8. Kapitel: Berechnung und Messung.

Nur wenige Messdispositive konnen am Anfang einer Dammschiittung ein-
gebaut werden. Die meisten werden erst im Verlauf des Aufbaus bei
der jeweiligen Schiitthohe versetzt. Daraus ergibt sich, dass haupt-
sichlich Relativwerte zwischen zwei bestimmten Phasen gemessen wer-
den. Um mit den Messungen vergleichbare Resultate zu erhalten, miis-
sen auch die Berechnungen fiir verschiedene Bau- und Stauhthen durch-
gefiinrt werden, Fiir den Goeschenenalpdamm wurden folgende 4 Zustin-
de gerechnet:

Schiitthhe H = 60/80/120m (in der Dammitte ab Felskote gerechnet)
Stauhthe H = 120m

Die Resultate sind als Verschiebungsvektoren in Fig.47 eingetragen -
unter Annahme folgender Materialwerte:

Feuchtraumgewicht ﬁ* = 2,35 t/m3; E = 600 kg/cm2;

gesittigt unter Wasser ye' = 1,35 t/m3; e= 0,3

Die den Berechnungen am besten entsprechenden Messhohen sind:
Schiitthéhe H = 65/83/120m

Stauhshe K = 115m

Die in dieser Arbeit interessierenden Messvorrichtungen umfassen
Spannungsgeber, Setzungspegel und Oberflichenfixpunkte. Die Lage
der ersteren geht aus Fig.48, diejenige der Fixpunkte aus der Situ-
ation (Fig.45) hervor. Wir reproduzieren hier nur die Resultate der
Messpunkte in der Nihe des Rechenprofils, wobei, sofern sich mehrere

Geber in der Nihe befinden, nur die Mittelwerte angegebern sind.

Eig.48
Messdispositive
o Spannungsgeber

+ Setzungspegel

Beginnen wir mit den Spannungsmessungen. Die 3 Druckdosen liegen
auf dem Fels in Dammitte innerhalb des Kerns und zeigen den totalen
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Goeschenenalp
Verschiebungsvektoren
£ - 60kglem®  p= 02

P S I A e S e
#

Schitthhe H=60m

Schitthshe H=120m

Stauho'he H = 120m
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Figur 47
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Ueberlagerungsdruck an. In Tabelle III sind die Resultatg zusammen-

gestellt.

Isbelle ITT
bere

pannu

: 2 M _ Messung o
Werte in kg/cm R = Rechnung 1 7

Geber [ Schiitthohe H = 60 m [[_Schitthshe H = 80 m
gy | Rechn. | Messung g [ §o &g | Reckn. ! Messung %

154 9,9 959 7,5 | 76 14,5 14,3 12 84

156 | 10,5 | 10,0 755 | 75 15,2 14,5 12,5 86

158 | 9,4 | 9,8 12 |122 14,1 | 14,2 | 17 120

Schiitthshe H = 120 m Stauhthe H = 115 o

){z*lq Rechn. | Messung]| % ﬁ* lﬂ Rechn. | Messung]| %

154 | 24,0 | 19,2 15,0 | 78 24,0 17,7 17,2 97

156 | 24,7 | 19,4 17,0 | 87,5 24,1 18,0 18,7 |104

158 | 23,5 | 18,9 21,0 |111 23,5 | 17,2 | 17,2 [100

Die Uebereinstimmung der Absolutwerte zwischen Messung und Rechnung
ist befriedigend. Beachtenswert ist die Konstanz der E—Werte wéh=
rend der Bauphase, interessant auch der Vergleich mit dem Ueberla-
In den unteren Bauabschnitten, d.h. so-

gerungsgewicht (ye**hg).
entspre-~

lange die Ueberlagerung iiber den Druckdosen horizontal ist,
chen Messung und Rechnung dem ye**h -Wert. Ist der Damn aufge-
bbscht, so haben wir schon im Testbeispiel (Fig.4) eine Entlastung
der Vertikalspannungen in der Dammitte festgestellt, die jetzt durch
die Messungen sehr schon bestitigt wird. Der Vergleich der Resulta-
te bei Wasserdruck ist etwas erschwert, weil die Geber im Kern ge-
lagert sind, der in der Rechnung nur als Membran beriicksichtigt ist.
Wir haben die Zahlen ausgewertet unter der Annahme, dass sich diese
Geber auf der Luftseite befinden ( y=*= 2,35 t/m3).

Die Setzungspegel wurden wie folgt verlegt: Jeweils nach Einbau ei-
ner im Durchschnitt 9 m dicken Schicht wurde ein neues Messkreuz
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eingesetzt. Dadurch konnten die Setzungen jeder einzelnmen Schicht
verfolgt werden. Zur Auswertung der Messwerte wurde angenommen,
dass sich jede Schicht isoliert wie ein eindimensionaler elasti-

scher Korper verformt. Daraus folgt:

AV AS
N, TS T (7,4)
So = urspriingliche Schichtdicke.
Vo = urspriingliches Volumen.
Der E-Modul berechnet sich folgendermassen:
d0
E-ae (1,5)

dey

Die Auswertung der Messungen ergibt eine Schar &hnlicher G1/E-Kurven.
In Fig.£9 haben wir eine mittlere Kurve fir das Stiitzkorper- und das
Kernmaterial aufgezeichnet. Das Verhdltnis B Stiitzkérper : E Kern
ist ungefihr 1 : (2-2,5). Aus
E-Modul diesem Diagramm muss ein mitt-
kg fen®

lerer E-Modul bestimmt werden,
um die Oberflichenverschiebun-
gen zu interpretieren. Wir
sind dabei so vorgegangen,
dass wir den Damm in Zonen
gleicher Spannung einteilten,
diese Zonen mit einem Gewicht

T Stitakarper in Funktion der Fliche versahen

und so eine gemittelte Spannung

71 berechneten, worauf aus Fig.49

s 1o 15 kafem*  gor entsprechende E-Modul her-

ausgelesen wurde.
Fig.49 2-Modul in Fkt. der

Vertikalspannung.

In Tabelle IV und in Fig.50 sind die Mess- und Rechenwerte der Ober-

fldachendeformationen verglichen.
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Tabelie IV

Deformationsmessungen am Goeschenenalpdamm. Index bedeuten:

L - Luftseite W = Wasserseite M = Messung R = Rechnung
1. Deformationen wihrend des Baues. (Werte in mm).
Phase 1 (Krafte X‘e*) Rechenhdhe 1: 60 m  Rechenhdhe 2: 80 m
E-Modul = 400 kg/cm? Messhohe 1: 65 m  Messhéhe 2: 83 m
T
| % Luy Ay
Messpunkt Kote gy AuR A_“R AvM AvR AVR
12 1660 0 -15 - o o -
13 1685 =32 -8l 40 19 15 127
14/20y, 1710 =92 -132 70 19 36 219
15/21p, 1735 | -120 -145 83 226 105 215
|
Phase 2 (Krifte ye*) Rechenhdhe 1: 80 m  Rechenhdhe 2: 120 m
E-Modul = 500 kg/cm? Messhthe 1: 83 m  Messhéhe 2: 120 m
L v
M M
Messpunkt | Kote Duy AuR o vy Avﬁ A
12L 1660 o | -12 - 0 4 -
13y, 1685 -25 =43 # 10 1a 100
14/20, 1710 -98 -92 | 106 58 295 200
15/21y, 1735 -183 -187 98 148 69 215
16/22y, 1755 =172 =170 101 235 106 222
19/26y 1710 +10 +3 - 18 a -
20/27y 1720 +33 +8 - 30 3 2
21/28y 1740 +18 +29 - 18 a -
22/29y 1750 +3 +3 - 85 53 -

Die Verschiebungen sind auf der Wasserseite bedeutend kleiner als
auf der Luftseite. Aus diesem Grunde haben wir darauf verzichtet,

die Quotienten R zu berechnen. Als hervorstechendstes Ergebnis be-
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merkt man die Konstanz dieser Quotienten auf der Luftseite sowohl
innerhalb einer Phase als auch von Phase zu Phase. Die Absolutwer-
te der Horizontalverschiebungen stimmen allgemein sehr gut iiberein.
Fiir die Vertikalverschiebungen ist das Verhdltnis ﬁ(s_’200%. Dies
deutet vermutlich darauf hin, dass die Annahme eines konstanten E-
Moduls fiir die Vertikalverschiebungen eine schlechtere Ndherung

darstellt als fiir die Horizontalverschiebungen.

2. Deformationen wihrend des ersten Stauzyklus.

Stauphase (1. September 1961 - 15. Februar 1962)
Staukote 1750 - 1790 E-Modul = 900 ke/cm?

Die Horizontalverschiebungen stimmen mit der Berechnung sehr gut
iiberein, Eine Ausnahme bildet die Verschiebung des Kronenpunktes
(181) anldsslich des Aufstaus. Sie ist betréchtlich kleiner als auf
Grund der Berechnung und der iibrigen Messpunkte (z.3. SP V) zu er-
warten ist. Dieses Verhalten spricht fiir unsere Hypothese (Kapitel

3e), wonach den Kern entlang eine Fuge entstehen muss, weil das was-
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sersei tige Material keine Zugspannungen aufzunehmen vermag. Einige
(fiir die Stabilitdt des Dammes unbedeutende) Langsrisse den Kern

entlang scheinen ebenfalls auf diesen Vorgang hinzuweisen. Auffél-
lig ist auch die grosse Vertikalverschiebung dieses Punktes, ver-

nutlich weil das Material die entstehenden Hohlrdume durch Setzun-
gen auffullt. o0 s000
Das Verhaltnis E Abseak. ist = 900 ~o 5,5. Dies entspricht ei-

nem Mittelwert, wie er aus zahlreichen Plattenversuchen und Oedome-

terkurven bekannt ist.

Die gemessenen Vertikalverschiebungen sind allgemein viel grésser
als die gerechneten. Dies diirfte vermutlich eine Folge der noch an-
dauernden Konsolidation des Dammes sein. Vermehrten Aufschluss dar-

iiber werden die Messungen der folgenden Stauzyklen liefern.
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v Schlussbemerkungen

Das Ziel dieser Arbeit war aufzuzeigen, dass mit dem Einsatz von
elektronischen Rechenmaschinen Erddémme auf newe Art untersucht wer-
den kénnen. Theorie und Aufwand mogen vielleicht fiir ein erdbaume-
chanisches Problem iberdimensioniert erscheinen. Dem kann jedoch
entgegnet werden, dass der Anstoss zu dieser Arbeit aus einem rein
praktischen Bediirfnis heraus erfolgte, und dass die Resultate der
Berechnung die Beurteilung der Verhiltnisse in einem Grossdamm in
hohem Masse beeinflussten. Gestiitzt auf die fiir bodenmechanische
Verhdltnisse sehr zufriedenstellende Uebereinstimmung von Theorie
und VWirklichkeit, kann diese Methode als sehr niitzlich bezeichnet
werden. Falls sie zur Dimensionierung von Démmen weitere Verwendung
oder eine Weiterentwicklung erfahren sollte, sieht der Autor die Be-

handlung folgender Fragen als vordringlich:

- Rendbedingungen und Randformen miissen mit genauern numerischen
Approximationen erfasst werden, z.3. durch Vermehrung der Gitter-
punkte oder durch eine maschinelle Programmierung von exakten
Operatoren.

- Nebst den Bruchcharakteristika c und y missen die elastischen
Werte E und  im Labor bestimmt werden. Die Ueberpriifung der
Formel (3,12) ist in diesem Zusammenhang von allergrésstem Inter-
wne.

- Die Annahme eines konstanten E-Moduls und eines rein elastischen
Verformungsgesetzes ist unzutreffend aber sehr niitzlich, um den
gesamten Damm als monolithischen Korper zu berechnen. Vinscht man
eine grossere Genauigkeit, so ist eine sukzessive Berechnung nach
Belastungsphasen zu empfehlen, wobei in jeder Phase der Spannungs-
zustand in Abhéngigkeit der materialtechnischen Werte schrittweise
approximiert wird. Bei diesem Vorgehen erhdlt man auch Grundlagen,
um wihrend des Baues Spannungen und Verschiebungen im Damm zu kon-

trollieren.
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Anhang A

Ableitung der Formel (4,24).

Der Spannungszustand ei-
Ha nes elastischen Halbrau-
mes unter einer dreieck-
1 \f\y\ X férmigen Auflast ist
z l durch folgende Airy-
f ¢ m t Funktion gegeben
Ha (Bishop):
R
¥

(4,1)

213 Aecly 5+ 3 [ 58+ 34" 2] Arclg 55 +

[ —m] Arcty

Log - Logarithmus naturalis  Arctg = Hauptwert des arctg.

Diese Funktion  kann fiir die Rechnung ibersichtlicher dargestellt
werden durch Einfiihrung der Hilfsfunktion y':

e H
oo R Log (et ) (2 3) - Ars 3]

mit folgendem Zusammenhang zwischen ¥ und W':

(a,2)

(a,3)

Die Verschiebungen der Hilfsfunktion kénnen wie folgt berechnet wer-
den:
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Durch Einsetzen von (A,4) in (A,3) erhilt man die effektiven Ver-

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten wéhlen wir

schiebungen.
den Punkt A unter der Dammitte in der Tiefe H2 als Fixpunkt. Man
erhdlt:

L]

In diesem Zusammenhang interessieren nur die Verschiebungen am obern

Rand der Schicht.
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(4,6)

Flir x=0 erh#dlt man die Setzung der Dammitte

m 4 wHy mbs He¥

(2,7)
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Anhang B

der Einflusslinien

Wir beschreiben die Berechnung der Einflusslinie der G -Spannung un-
ter vertikaler Last (4,12). Der schematische Ablauf bleibt fiir die
andern Spannungen resp. die Verschiebungen derselbe. Es empfiehlt
sich, fiir eine bestimmte Parameterkonstellation simtliche Spannungen
miteinander zu berechnen. Die ganze Rechnung zerfillt in 3 aufein-
anderfolgende Zyklen (Schema 2). Im ersten Zyklus wird im Bereich
0<z<5 in (z.B.) 256 Punkten der Integrand berechnet, soweit er von
§ und o unabhingig ist.

f(@)= g [2(-4) MCos @z - (4-2/)N-Sin®= - MOz Sindz -

NGz Cos 0 2] DY)

Im zweiten Zyklus wird das Integral im Bereich (0-5) nach der Simp-
son'schen Regel in einem Rekursionsverfahren bis zur Genauigkeit &

approximiert, Der Ausgangswert lautet:
5
Jo =73 (Wo*wn) (B,2)

In jedem Schritt wird die Summe der Zwischenwerte (s.Figur) gebil-
det: i

k= qo  Towy = [Pl 4y (2:3)
e po(pl)q1 bedeutet: i muss alle Werte von », bis Q) in Schritten

von py durchlaufen. q, = Faktor. Das verbesserte Integral lautet

danni Tk P .
Jked =27 Jk-d F K (5.4)
1: Ereter Schritt
w 3| 2 3| 4 8 o 3| w 2: Zweiter Schritt
gy Pa
w
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Im dritten Zyklus wird der Rest des Integrals (4,15) nach Verein-

fachung des Integranden im Bereich (5<z< =) gemiss einem Algorith-

mus von Wynn berechnet. Gegeben ist die semikonvergente Reihe

S = s ¥sy4syrstL..

Man bildet zuerst die Teilsummen

J— n ned 4

e t = bl F T 7
1 € . FRIT T
Das Schema sieht so aus:
°
tO

©

5 o
t vy

5 5
2 1 o
t t t
o 2 2 2 fa

1 3
%

3
s 1
t
o

5 2
Dann konvergiert die Folge ti, tyr by

(8,5)

(3,6)

(3,7)

(B,8)

+% gegen den Wert der Reihe S.

- 95 -



PoeX=:X

fxy %o LBy naq
[ socerii] 220

s[%]g-2
(2leus +2§us) ()} =5 (2)M

% ! ogsihy

S () § aseg

N [¥lo=u
(1r'n) pudoy =3

R
x5~

(3495
35 us

of
P

[2050) 29N - ZoUIS - 2¢)4 -
s N -2omW-(r-T) T = ()

22+ 2V 7)- 250 - v
Z50)Z - FUSELY) =iy
TUSE + 250) ()7 =W

-t (b1 .0k

_m.uﬂn“_& fod% =04

uansshjjury 7 owaydsyr01g

- 94 -



- % -



- 96 -



0= M
so= 7
wool* oy

woor=

- 97 -



0= A
0
wiool™ e
w00l

- 98 -



o=hm
s0-7
wor =eH
w0l 4

- 99 -



R /ay

g0 1
oot = e
w ool

- 100 -



e n

so= 1
wosz=2y
woor=H

yte=m
§07 W
woh* Ty
w0l 4y

- 101



0= A

0w b so v
IR
wool *

- 102 -



]

[7
[e]

19

[10]

[1]

&4

Bibliographie

Biot, M.A.: Effect of Certain Discontinuities on the Pressure

Distribution in a Loaded Soil. Physics H.6, S.367-375, 1935.

Bishop, A.W.: The Stability of Earth Dams. Ph. D, Thesis,
London, 1952.

Brahtz, J.H.A.: Pressures due to Percolating Water and the
Influence upon Stresses in Hydraulic Structures. Trans. Sec.

Cong. Large Dams 5, 5.43-71, 1936.

Collatz, L.: Numerische Behandlung von Differentialgleichun-

gen, Springer Verlag, 1955.

De Wet, J.A.: The Use of the Energy Concept in Soil Mechanics.

C. R 5 Cong. Intern. Méc. de Sol et des Trav. de Fond. Paris,
1/68, 1960.

Fagnoul, A.: Etude de la construction et de la stabilité des
barrages en terre ou en enrochements. Lidge, 1961.

Girkmann, K Fléchentragwerke, Springer Verlag, 1948.

Goodier-Hodge: Elasticity and Plasticity. Advances in

Applied Mechanics I, 1960.

Hansen-Lundgren: Hauptprobleme der Bodenmechanik. Springer-
Verlag, 1960.

Hill, R.: The Mathematical Theory of Plasticity. Oxford Cla-

rendon Press, 1950.

Hondermarcq: Contraintes et déformations planes, Dunod, Paris,

1954.

Juillard, H.: Observations des contraintes et déformations

- 103 -



[15]

(4

[

[e]

b1

(g

[19

)

[24

[22

e

dans les barrages, leurs fondations et leurs appuis. 6° Con-

grés des grands barrages New York, 5.1063-1081,

Jirgenson, L.: The Application of Theories of Elasticity and
Plasticity to Foundation Problems. Civ, Eng. 21,
5,206-241, 1934.

Justin, Hinds, Creager: Engineering for Dams III. John Wiley,
New York, 1944.

Lévy, M.: Sur la légitimité de la rdgle dite du trapdze dans
1'étude de la résistance des barrages en magomnerie,
C. R. hebd. Acad. Sci. Paris 126, 5.1235-1240, 1898,

Marguerre, K.: Druckverteilung durch eine elastische Schicht

auf starrer rauher Unterlage. Imng. Archiv 2, S,108, 1931.

Melan, E.: Die Druckverteilung durch eine elastische Schicht.
Beton und Eisen, H.18, £.83, 1919.

Rellich, F.: Die Randbedingungen der Airy'schen Spannungsfunk-
tion bei vorgegebenen Randverschiebungen. Zeitschrift Ang.
Math. & Mech. 4, S.13, 1947.

Rendulic, L.: Der Erddruck im Strassenbau und Briickeribau.

Forschungsarbeiten aus dem Strassenwesen 3d.10, Berlin, 1938.

Richardson, L.F The Lines of Flow of Water in Saturated

Soils. Scient. Proc. Royal Dublin Soc. XI: XXVII, 5.295, 1908.

Schnitter, G.: Digues en terre ou en enrochements. Wasser=
und Energiewirtschaft 6/7, 5.206-215, 1961,

Southwell, R.: Relaxation Methods in Theoretical Physics.
Oxford, 1946.

Stiefel, Engeli, Ginsburg, Rutishauser: Refined Iterative

Methods for Computation of the Solution and the Eigenvalues of

- 104 -



4]

2]

[2g

(1

Self-Adjoint Boundary Value Problems. Mitteilungen aus dem
Inst. fiir Ang. Math. Nr.8, Zirich, 1959.

Terzaghi, K.: Theoretische Bodenmechanik. Springer Verlag,
1954.

Wynn, P.: The Rational Approximation of Functions which are
Formally Defined by a Power Series Expansion. Math. of Compu-
tation Nr.1l4, 5.147-186, 1960.

Yamaguchi, H.: Strain Increments and Volume Change in the
Plastic Flow of a Granular Material. C. R. du 5% Cong. Int.
Méc. Sol et Trav. Fond. Paris, 1/70, 1960.

Zienkiewicz, 0.C.: The Stress Distribution in Gravity Dams.
J. Inst. Civ. Eng. 27, S.244, 1945.



	Die Berechnung von Spannungen und Verschiebungen in Erddämmen
	Inhaltsverzeichnis
	I. Einleitung
	1. Kapitel : Methoden zur Berechnung von Erddämmen.

	II. Die Berechnung von Erddämmen nach der Elastizitätstheorie
	2. Kapitel: Allgemeine Therorie.
	3. Kapitel : Dämme auf fester Unterlage .
	4. Kapitel: Dämme auf elastischer Unterlage.

	III. Die Berechnung von Erddämmen nach der Plastizitätstheorie
	5. Kapitel: Allgemine Theorie.
	6. Kapitel: Beschreibung eines Testbeispiels.

	IV. Beispiel eines ausgeführten Dammes: Die Goeschenenalp
	7. Kapitel: Allgemeine Beschreibung und Ausnahmen für die Berechnung.
	8. Kapitel : Berechnung und Messung.

	V. Schlussbemerkung



